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1 Matrius i sistemes dequacions lineals

BarcelonaTECH Matrius
ESEIAAT

Algebra Lineal
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Rafel Amer

i Pt Definicio 1.1 Una matriu de m files i n columnes amb coeficients reals és una taula rectangular de nombres reals. La posicié de cada

Viceng Sales . . . o . . . .
Josep Tuduri coeficient de la matriu queda determinat per un parell de nombres (i, j), que ens indiquen la seva fila i la seva columna.
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Es habitual representar una matriu A com

1 2 n

a% a% ay

a a o

4=| % %@ 2
all’n a%n vee a’;,l/l

posant el coeficient alj alafilaiila columna j. Es diu que A és una matriu del tipus m X n.
El conjunt de totes del matrius del tipus m X n es representa per M,,,..,,(IR ). Cal destacar les matrius quadrades dordre n o n X n, matrius
fila o1 X niles matrius columna o m X 1.

La matriu unitat, representada per I (per ser estrictes ’hauriem de representar per I,,), és la matriu quadrada dordre n que compleix

; 1 sii=j
af=] "0
0 sii#j.

Oscar Zariski

Definici6 1.2 La matriu transposada d’'una matriu A € M,,,»,,(R) és la matriu A" € M,,.,,,(R) de coeficients b{ = a}. J




Exemple 1.3 Es immediat veure com sescriu la transposada d’'una matriu:

= 1 5 =3
. 1 2 -1 4
BarcelonaTECH A= 5 -3 0 7 At — 2 =3 2
ESEIAAT _3 5 6 3 -1 0 6
Algebra Lineal 4 7 3
Francese Caneras Rang d’una matriu
Julian Pfeifle
e e g% La fila A; de la matriu A és combinacio lineal de les files Aj 1’Aj e ’Ajk si existeixen coeficients t,, t,, ... , tj tals que
Pagina 5 de 205 Ai — tlAjl + tzAjz + -+ tkAjk .
Les files Ajl’Ajz’ ’Ajk son linealment independents si cap delles és combinaci6 lineal de les altres. En cas contrari, sén linealment
dependents.
Exemple 1.4 Si volem saber si la segona fila de la matriu
2 1
A= -6 11
-3 2

és combinaci6 lineal de la primera i la tercera, hem de veure si podem escriure
A, = 1A + 1Az,
és a dir,
(=6 11)=t,(2 1)+5(-3 2).
Siigualem terme a terme, obtenim les equacions
2t; — 3t = —6 }

tl + 2t2 =11
i, en resoldre aquest sistema, obtenim #; = 31, = 4. Per tant, la segona fila és combinacié lineal de la primera i la tercera, ja que
onan Gale e A, = 3A, + 4A;. En conseqiiéncia, les tres files sén linealment dependents i tenim entre elles una relaci6é de dependéncia

3A1 _AZ +4A3 = O
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Phillip Augustus
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Definicio 1.5 El rang per files d'una matriu és el seu maxim nombre de files linealment independents.

S

De manera semblant es defineixen el conceptes de combinacio lineal de columnes, columnes linealment independents i rang per columnes
d’una matriu.

També poden dir que una equacio és combinacié lineal d’'unes altres o que unes quantes equacions so6n linealment dependents o independents.

(OO
Teorema 1.6 Els rangs per files i per columnes d’una matriu coincideixen. Aquest nombre sanomena rang de la matriu i és igual al
nombre de pivots que sobtenen en triangular la matriu.

El meétode de Gauss consisteix a fer transformacions elementals per files fins a obtenir una matriu triangulada. Recordem que les
transformacions elementals son les segiients:

(a) Permutar dues files.
(b) Multiplicar un fila per un nombre diferent de zero.

(c) Substituir una fila per aquesta mateixa fila més (o menys) un multiple d’una altra.

Recordem també que una matriu esta triangulada si compleix les condicions segiients:

(a) Les files amb tots els coeficients nuls sén les ultimes.

(b) Els primers coeficients no nuls de cada fila, anomenats pivots, estan a la dreta dels pivots de les files anteriors.
Aixo6 implica que els coeficients situats per sota dels pivots ha de ser zero.

(0 vvvvvv—
Proposicio 1.7 Tota matriu es pot triangular mitjancant transformacions elementals per files. En aquest procés, el rang de les matrius
és sempre el mateix.




Exemple 1.8 Calculem el rang de la matriu

e 2 -1 3 -2 4
BarcelonaTECH A= 4 =2 5 L7

ESEIAAT 2 -11 8 2
Algebra Lineal

Ratel Amer Triangulem la matriu pel métode de Gauss:

Francesc Carreras

Viceng Sales 2 -1 3 -2 4 2 -1 3 -2 4 2 -1 3 -2 4
% 4 =25 17 ~(0o 0 -1 5 -1 ~(0 0 -1 5 -1
agina 7 de 205
E— 2 =11 8 2/F,~F,— 0O 0 -2 10 -2 O 0 o0 o0 O

I};zaNFFerFFll F3~F3—2F,

Com que la matriu triangulada té dos pivots, rang(A) = 2.
Operacions amb matrius

e ——
Definicio 1.9 En cada un dels conjunts M,,,,,(R) es defineixen dues operacions internes: la suma, on S = A + B és la matriu donada

per
sl = al + b]
i el producte per un nombre real, on P = tA és la matriu donada per
pi = taj,
ambt € R.

Les propietats essencials d’aquestes operacions son les segiients:
e Associativa de la suma: A+ (B+ C) = (A + B) + C.
e Commutativa de la suma: A+ B = B + A.

Brook Taylor ¢ Element neutre de la suma: existeix una matriu O tal que A + 0 = A per a tota A.

¢ Element oposat: per a cada matriu A, existeix una matriu —A tal que A + (—A) = 0.



¢ Distributiva del producte per a la suma de matrius: t(A + B) = tA + tB.

e ¢ Distributiva del producte per a la suma de nombres: (¢t + s)A = tA + sA.

Barcelona TECH o Associativitat dels productes: (¢s)A = t(sA).
ESEIAAT (0 vvvvvvv—
Algebra Lineal Definicié 1.10 Multiplicacié de matrius: si A € My ,(R) i B € M,y p(R), el seu producte és la matriu P = AB € M, ,(R)
Farcess Carras definida per les férmules
Vlijcs:q Sillez . n . . o o
osep Tuduri J _ kpnl — 411J 21/ J
Hosep Tud pl—zal bk—alb1+alb2+'°'+a{lbn.
Pagina 8 de 205 k=1
El coeficient p{ de la matriu producte sobté multiplicant “escalarment” la de la matriu A per la columna j de la matriu B. Esquematica-
ment

Exemple 1.11 Producte de dues matrius

-2 1

—2 13 —4 s 4 —2-(=2)+1:3+3:-5-4-2 —2-1+1-(—4)+3-(=1)—4-(=3) 14 3
2 31 0 s =] 22433415402 2143 (-9 +1-(-D+0-(=3) | =10 -11
5 -2 3 1 S 5.(=2)—2-343-541-2 5:1=2-(=4)+3-(=1)+1-(=3) 17

ettt —
Proposicio 1.12 Quan son factibles els productes que hi intervenen, es compleixen les propietats segiients:
(a) Associativa: A(BC) = (AB)C.
Bt (b) Distributives: A(B+ C) = AB+ AC, (B+ C)A = BA + CA.
reln (c) Compatibilitat: (tA)B = t(AB) = A(tB).




@ Siguin A i B dues matrius tals que C = AB i, a més, A té m files i n columnes i B té n files i p columnes. Aleshores

UF o Les columnes de C sén combinaci6 lineal de les columnes de la matriu A. Més concretament, la columna j de C es pot escriure com

BarcelonaTECH C_] — b.{Al + béAZ 4o 4 b.’llAn .

ESEIAAT T . . . :
Algebra Lineal o Les files de C sén combinacio lineal les files de la matriu B. Més concretament, la fila i de C es pot escriure com
e e Ci=ajBy +aiB, + - + apBy,.

Julian Pfeifle
Viceng Sales
Josep Tuduri .
S — Exemple 1.13 En el producte de matrius
Pagina 9 de 205

-2 13 -4 _i _i 14 3
2 31 0 5 1 10 —11 ]},
5 -2 3 > s 17
és facil observar que
3 -2 1 3 —4
—-11 | =1 2]1—4 31—-1111]-3 0
7 5 -2 3 1

ique
(1 7)=5(-2 1)-2(3 —4)+3(5 -1)+1(2 -3).
(0 C—
Proposici6 1.14 Donades dues matrius A i B tals que es pot calcular el producte AB, aleshores
rang(AB) < min{rang(A), rang(B)}.

Si A és una matriu amb m files i n columnes i I, i I,, son les matrius unitat dordres m i n, respectivament, és immediat que es compleix
e Edenor ILA=Al,=A.
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Ludwig Wittgenstein

Considerem les matrius
12 1 1\ . ., [ 2 -4
a=(32) e=(ia) 1 e=(5 )

AB # BA i AC =0 ambA #0iC # 0.
A més, d’'una igualtat matricial AX = AY no es pot deduir que X =Y, encara que siguid # 0iA(X —Y) =0.

Observem que es compleix

Proposici6 1.15 La transposicié de matrius compleix que
o (AN = A. o (14)! = 1AL
e (A+B) =A"+B" e (AB)! = B'A".

\,

Definici6 1.16 Una matriu quadrada A és simétrica si A’ = A i és ortogonal si A’A = I.

A

Sistemes d'equacions lineals

Definicié 1.17 Un sistema dequacions lineals és una colleccié dequacions de la forma

\
ajx; +aix, +--+alx, = b

alx; +aix, + - +aix, = b,

al,x; +atx, + - +atx, = b,

on els coeficients a{ , els termes independents by, b,, ... , b, i els valors que han de prendre les incognites x;, x5, ... , X,, s6n nombres
reals.

A




Una solucio del sistema dequacions anterior és una colleccié de nombres

UF X1 =01, X2 =09a Xp = &y

Barcelona TECH que compleixen totes les igualtats del sistema.

ESEIAAT ) , . L (N s o ; . PRI - -
Algebra Lineal Un sistema és compatible si admet alguna solucid (una o més), i és incompatible si no nadmet cap. Un sistema compatible és determinat si

Rafol Amer només admet una solucio, i és indeterminat si en té més d’una (aixo voldra dir que en té infinites).

Francesc Carreras
Julian Pfeifle
Viceng Sales

Josep Tudurf @ En el cas que el sistema sigui compatible indeterminat, la solucio general del sistema consistira en posar algunes de les incognites (incognites
_Pagnat1de205 principals) en funcié de les altres (incognites secundaries o parametres).
Donant valors als parametres obtenim solucions del sistema dequacions que, en aquest cas, en direm solucions particulars.

Habitualment, representarem aquest sistema dequacions lineals en forma de matriu

1 2 n

al Cll e Cll bl
ay a3 - aj | b
al, a?, - a%|b,

aj a? al \( x; b
1 2 n
a a - 4 X | _| b
. - . b
1 2 n
Ay Ay - Ay Xn bm

és a dir, com a equacio AX = B, on A és la matriu dels coeficients de les incognites i B és la columna de termes independents.
Per exemple, el sistema dequacions lineals

2x =3y —z=-7

x+4y—-3z=7 ,

IX+y—2z=-16

Oswald Veblen
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Giovanni Girolamo
Saccheri

es pot escriure com a

2 =3 -1\ [x -7
1 4 =3 |ly]= 7
7 1 =2/)\z —16
També es pot escriure com a
2 -3 -1 =7
x{1]|+y|l 4]|+z|-3]|= 7
7 1 -2 —16

Aquest fet ens permet assegurar que el sistema AX = B és compatible si, i només si, B és combinaci6 lineal de les columnes de A. I en cas
que sigui compatible, és compatible determinat si, i només si, les columnes de A sén linealment independents.

Els métodes de Gauss i de Gauss-Jordan

Dos sistemes amb les mateixes incognites son equivalents si tenen exactament les mateixes solucions.

(0 v—
Proposicio 1.19 Les transformacions elementals per files duna matriu vistes anteriorment transformen el sistema dequacions correspo-
nent en un altre sistema equivalent.

El metode de Gauss de resolucio de sistemes dequacions consisteix en transformar la matriu del sistema en una altra dequivalent i en forma
triangular per files mitjancant transformacions elementals.

D’aquesta manera, una vegada tenim la matriu en forma triangular per files, la resolucié és immediata per substituci6 endarrera.
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Phillip Augustus
Griffiths

Teorema 1.20 Rouché-Frobenius. El sistema de m equacions lineals amb n incognites i matriu (A|B) és compatible si, i només si,
rang(A) = rang(A|B). A més, si AX = B és compatible, llavors és determinat si, i només si, rang(A) = n.

Exemple 1.21 Resoluci6 del sistema dequacions
2x—=3y—z=-7
x+4y—-3z=7
IX+y—2z=-16

Escrivim la matriu del sistema i triangulem-la:

2 =3 —-1| =7 2 =3 —=1|-7 2 =3 -1 -7

1 4 -3 7 ~0 11 —-5| 21 ~{0 11 -5 21

7 1 -2|-16 ~2F,— 0 23 317 0 O 148 | —296
1{":3 2~221§; 2_7FFll F3~11F3-23F,

Tant el rang de la matriu dels coeficients de les incognites com de la matriu ampliada és 3. Per tant, el sistema és compatible determinat.

El sistema triangular i la seva solucid és

2x =3y —z=-7 2x—=3y+2=-7 2x—3+2=-7
11y—5z=21 (= 1ly—5(-2)=21 } = y=1
148z = —296 z=-2 z=-2
La soluci6 del sistema és
x=-3, y=1, z==2.

Métode de Gauss-Jordan. Tot sistema dequacions lineals es pot transformar, mitjancant transformacions elementals per files, en un sistema
equivalent en forma triangular reduida per files, és a dir, que compleixi

o El sistema esta en forma triangular per files.

o Els coeficients situats per sobre de cada pivot també sén nuls.



BarcelonaTECH

ESEIAAT

Algebra Lineal

Rafel Amer
Francesc Carreras
Julian Pfeifle
Viceng Sales
Josep Tuduri

Pagina 14 de 205

Janos Bolyai

Exemple 1.22 Resoluci6 del sistema dequacions pel metode de Gauss-Jordan

2x—=3y—z=2
X+4y+2z=-2
3x+y+z=0
Escrivim la matriu del sistema i triangulem-la fent zeros els coeficients que hi ha per sobre i per sota dels pivots:
2 =3 —-1] 2 2 =3 —-1] 2 22 0 4| 4
1 4 2|-=2 ~({0 11 5| -6 ~{ 0 11 5| -6
3 1 1| 0/pmrm \O0 11 5| —6/F1F3r, \ 0 0 0 0
3~2F3—3F, F3~F3—F,

El rang de la matriu dels coeficients de les incognites és 2 i el de 'ampliada també és 2, per tant, el sistema és compatible indeterminat amb
un grau de llibertat.
La seva solucio general és

2—-12z
22x+4z =4 Y=
—
11y +5z=—-6 _ —6—-5z
Y=
(0 —
Definicio 1.23 Un sistema dequacions és homogeni si tots els termes independents so6n nuls, és a dir, b, = b, = --- = b,, = 0. J

Es evident que tot sistema homogeni és compatible, com a minim té la solucié trivial

X1 =Xy=--=Xx,=0,
i que tot sistema homogeni amb menys equacions que incognites és compatible indeterminat.
Resolucié simultania de sistemes

Si tenim dos o més sistemes dequacions amb els mateixos coeficients de les incognites, els podem resoldre simultaniament triangulant la
matriu formada pels coeficients de les incognites de tots els sistemes i tantes columnes de termes independents com sistemes dequacions.
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Ara bé, una vegada acabada la triangulacié d’aquesta matriu, haurem d’acabar de resoldre els sistemes dequacions un a un.
Exemple 1.24 Resolucio dels sistemes dequacions

X+2y—-3z=-2 X+2y—3z=-5 X+2y—3z=6
3x4+z=0 . 3x+z=9 i 3x+z=0
2x—y+2z=3 2x—y+2z=9 2x—y+2z=-2
Triangulem la matriu segtient:
1 2 -3/-2 -5 6 1 2 -3/ -2 =5 6
3 0 1] 0 9 O ~|0 -6 10, 6 24 -18 ~
2 -1 2 3 9 =2 pi:%:yv1 0 -5 8 7 19 -14 Fyn6F;—SF,

1 2 -3|-2 =5 6
~|{0 -6 10| 6 24 -18
0 0 =2|12 -6 6

Aleshores, la soluci6 del primer sistema és

X+2y—3z=-2 X 42y — 3(=6) = =2 x+2(=11) = =20 x =
—6y +10z=6 = —6y+10(—6) =6 — y=-1; = y=-11
-2z =12 z=-—6 z=—6 z=-—6
La solucid del segon sistema és
xX+2y—-3z=-5 xX+2y—3-3=-5 x+2-1=4 x=2
—6y+10z=24 p = —6y+10-3=24 ¢ = y=1p = y=1
—2z=-6 z=3 z= z=3
La solucio del tercer sistema és
X+2y—3z=6 xX+2y—3(-3)=6 x+2(-2)=-3 x=1
—6y+10z=-18 } = —6y+10(-3)=-18} — =2F = y=-2

—2z=6 z=-3 zZ = z=-3
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Henri Paul Cartan

Inversa d’una matriu

D

Definicié 1.25 Una matriu quadrada A és regular o invertible si existeix una matriu B tal que AB = BA = I.

Si existeix, aquesta matriu és tnica, es denomina inversa de A i la representarem AL

A continuacié veurem les principals propietats de la inversa d'una matriu i el metode de Gauss-Jordan per al seu calcul.

Proposicio 1.26 Si la matriu A és regular, es compleix que
(a) A~ també és regular i (A~1)"1 = A.
(b) Si A i B sén regulars també ho és AB, i (AB)™! = B~1A~L,

Teorema 1.27 Donada una matriu quadrada dordre n, que representem per A, sén equivalents:
(a) A és regular.

(b) rang(A) = n.

(c) Es pot simplificar per A, és a dir, de la igualtat AX = AY, podem concloure que X =Y.

A

Per calcular (si és possible) la inversa d'una matriu A, hem de trobar una matriu X tal que AX = I. (O bé XA = I, les dues opcions donen
lloc al mateix resultat.)



Exemple 1.28 Calcul de la inversa de la matriu

JP 311
BarcelonaTECH A= 41 2
ESEIAAT 4 21
Algebra Lineal
R Hem de trobar una matriu X tal que AX = I, és a dir,
Francesc Carreras
iJ/liJéE:QFgglfelz 3 1 1 xl x2 X3 1 O O
Josep Tuduri 4 1 2 yl y2 y3 — O 1 O
Pagina 17 de 205
- 4 2 1 Zl Zz Z3 0 0 1
@ Podem escriure aquestes igualtats en forma de tres sistemes dequacions lineals
3x1+y1+Z1=1 3x2+y2+Z2=0 3X3+y3+Z3=0
4x1+y1+221=0 4X2+y2+222=1 4X3+y3+223=0
4x1+2y1+Z1=0 4x2+2y2+22=0 4x3+2y3+Z3=1

Podem resoldre aquests tres sistemes simultaniament pel métode de Gauss-Jordan:

31 1/1 00 3 1 1 1 0O

4 1 201 0 ~|10 -1 21 —4 3 0 ~

4 2 110 0 1/F,~3F,-4F, 0 2 =1/ -4 0 3/ F ,~F+F,
F3~3F3—4F1 F3~F3+2F2

3 03 =330 00 9 -3 -3

3
0 -1 2| —4 3 0 ~(0 =3 0] 12 =3 —6 |~
0 03 -126 3)p~.p-r, \O 0 3/-12 6 3
David Bryant Mumford Fy~3F,—-2F3
100 3 -1 -1
010 -4 1 2

001 -4 2 1



El procés de triangulaci6 ens diu que la solucié de lequacid

e 311 X1 Xy X3 1 0O
BarcelonaTECH 4 1 2 yl yZ y3 = 010
" ESEIAAT 4 21 Z1 Zp Z3 0 01
Algebra Lineal

Rafel Amer
"ian i és la mateixa que la de lequaci6

iceng Sales

Josep Tudur 1 00\ /x; x5 X5 3 -1 -1
Pagina 18 de 205 010 Vi Vs Vs — —4 1 2 ,

0 01 Z1 Zy Z3 -4 2 1
és a dir,

3 -1 -1
X=[ -4 1 2
-4 2 1

Per tant, ja tenim la inversa de la matriu A
3 -1 -1
Al=-4 1 2
—4 2 1

Només ens queda un ultim pas, comprovar que no ens hem equivocat en els calculs i que, efectivament, la matriu obtinguda és la inversa de
A.
Comprovacio:

Raphael Bombelli

A AW
NST
— N

I

N

—

)

Il
S O =
o = O
- o O



Proposicio 1.29 Si una matriu és ortogonal, es compleix que

—1 _ 7t
BarcelonaTECH A =A".
ESEIAAT

Algebra Lineal

Rafel Amer
Francesc Carreras

ncese Carre De les matrius quadrades que tenen inversa en direm matrius regulars, mentre que de les que no en tenen en direm matrius singulars

Viceng Sales
Josep Tuduri

_Pagina 19.de 205 Observacié 1.30 Donada lequacié matricial AX = B, sila matriu A és regular, la seva solucio és

X =A"'B.
Si lequacié matricial és XA = Bi A és regular, la solucio és

X =BA™L.

Edward Frenkel
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Gregorius Saint-Vincent

2 Determinants

Definicio i propietats dels determinants de matrius quadrades dordres 2
Gauss i de Laplace. Aplicaci6 dels determinants al calcul de la inversa d’'un
Cramer).

Determinants de matrius dordres 2i 3

Donada una matriu quadrada dordre 2

el seu determinant és

det(A) = |A| = ‘ !

és a dir, el “producte en creu” dels coeficients de la matriu:

De manera similar, donada una matriu quadrada d'ordre 3

1 2
Mo
a, a

1 .2
az a;s

A=

el seu determinant és
1 2 .3
a; a7 4
det(A) = |A|=|d} a3 d3

1 2 43
a; a; a3

— ala2ad + a2a3al
= a;a5a; + aja;a;

i 31 dordre n, en general. Calcul de determinants pel métode de
a matriu i a la resolucié de sistemes dequacions lineals (métode de

3,12 3,241 21,3 1,342
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:

ARG

Bryan John Birch

Una manera de recordar aquests termes és lesquema segiient, anomenat regla de Sarrus:

e o o .o o
N /< , ~ 0 \
/ \
_ - \\/ y/ ~ N o
///%\ /N RN NN
o o o o« o o
BN AN PR SN
e o o e o o
. .
Signe + Signe -

Observacio 2.1 Hem de calcular la suma de sis termes, cada un dels quals és el producte de tres coeficients de la matriu A. A més en cada
producte hi apareix un coeficient de cada fila i un coeficient de cada columna i, si fem una llista de les columnes que apareixen a cada terme
tindrem les permutacions

1,2,3),(2,3,1),(3,1,2),(3,2,1),(2,1,3),(1, 3,2) ..

Finalment, a les tres primeres permutacions els correspon el signe + i a les tres tltimes el signe —. Per passar de la permutacié trivial (1, 2, 3)
a una de les tres primeres necessitem 0 o 2 transposicions

1,2,3)
1,2,3) - (2,1,3) — (2,3,1)
1,2,3) - (2,1,b3) - (3,1,2)
mentre que per passar de la permutacio trivial a una de les tres ultimes necessitem una transposicid
1,2,3) - (3,2,1)
1,2,3) - (2,1,3)
1,2,3) - (1,3,2)
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Johann Bernoulli

Exemple 2.2 Calcul d’'un determinant dordre 3:
3 -3 =5
-3 2 4|=3:2-7+(-3)-4-24+(-5-(-3):-(-5)—=(-5)-2-2=(-3)-(-3):7—3-4-(-5)
2 =5 7
=42-24-75+20—-63+60 = —40.

Determinants de matrius dordre n
Si fem servir la mateixa idea per als determinants de matrius dordre 4, és a dir, fer la suma de tots els possibles productes d’un coeficient de
cada fila i de cada columna (cada un dels productes amb el signe + o —), haurem descriure les 24 permutacions dels nombres (1, 2, 3,4), que
son

(1,2,3,4) (1,2,4,3) (1,3,2,4) (1,3,4,2) (1,4,2,3) (1,4,3,2) (2,1,3,4) (2,1,4,3)

(2,3,1,4) (2, 3,4,1) (2,4,1, 3) (2,4,3,1) (3,1,2,4) (3,1,4,2) (3, 2,1,4) (3,2,4, 1)

3,4,1,2) (3,4,2,1) (4,1,2,3) (4,1,3,2) (4,2,1,3) (4,2,3,1) (4,3,1,2) (4,3,2,1)

i calcular el nombre de transposicions necessaries per obtenir-ne cada una a partir de la permutacié trivial (1, 2, 3,4).

A la taula segiient podem veure tots el productes que van amb signe positiu quan apliquem la regla de Sarrus al calcul dels determinants de
matrius quadrades d'ordre 4.

a% a% a? a% a% a‘]' a% a:“ a? a} a% a? a{ a:; a? a% a:;’ a?
a; a% a‘z. a% a% ag a% aé a:zx’ a% a% ag :

a4 a3

3
& @ & (@) a o o a




I, a continuacid, veiem tots el productes que van amb signe negatiu,

UF @ & af a a adaf a o adaf al a  af al @ af a} @  af
Barcelona TECH al @ a A @ o 4 @ a @ @ d A @ o 4 @ a
ESEIAAT d @ a al e d @ o d @ of d @ a @ @ a
Algebra Lineal ad o (@) o @ o a (a) o (@) @ o @ o a(@) |@a a a a4 a (@) o

Rafel Amer
Francesc Carreras
Julian Pfeifle 1 2
Viceng Sales

1 4 1 3 1 3
Josep Tuduri
2 3 4 1 3 4 1 2 3 2 3 4 1 3 4 1 2 4
Q G o a a 4 @ G @ a; ay, a; a; a; a; a, a; a;
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Seguin el mateix argument el determinant d’'una matriu quadrada d'ordre n és

ap af aj
1 2 n
a a cee a
det(A) =]A| = |2 ™2 21= 3 e0)a'a3? - agt,
........ o
allfl a% aﬁ "

on P, és el conjunt de totes les permutacions dels nombres (1,2, ..., n) i €(0) és el signe de la permutacié o, que és
e ¢(0) = 1 si el nombre de transposicions necessaries per passar de la permutaci6 trivial (1,2, ...,n) a o és parell.

¢ ¢(0) = —1 si el nombre de transposicions necessaries per passar de la permutacio trivial (1,2, ...,n) a o és senar.

Per exemple el signe de la permutacié (2,4, 1, 3) és —1 ja que el nombre de permutacions necessaries per obtenir-la a partir de (1, 2, 3,4)

1,2,3,4) - (2,1,3,49) - (2,4,3,1) - (2,4,1,3)

és senar.

Dael Bernoull Aquest métode de calcul dels determinants no és practic ja que requereix un gran nombre de multiplicacions i sumes. En la propera secci6
veurem els métodes de Gauss i de Laplace, molt més utils per al seu calcul.
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Vladimir Igorevich
Arnold

Abans de veure’ls, necessitem estudiar les propietats més significatives dels determinats. Quan sigui necessari especificar les files de la matriu
A, posarem
A=(A1 A2 Al’l)'

Proposicio 2.3 (a) Si una matriu A té una fila de zeros, det(A) = 0.
(b) Si A és una matriu triangular inferior, és a dir, si alj = 0 quan i < j, o triangular superior, el seu determinant és el producte dels
elements de la diagonal principal

det(A) = alaZ--- a.

Teorema 2.4 (a) El determinant és una funcié multilineal de les files, és a dir:
o Siuna fila es descompon en una suma, A; = B; + C;, aleshores

det(A; - A; -+ A,) = det(A; -+ B, -+ A,) + det(A; -+ C; -+ A,) .
o Sien una fila es treu un factor comii, A; = tB;, aleshores
det(A;---A;---A,) =tdet(A;---B; - A,).
(b) El determinant és una funcid alternada de les files, és a dir, si permutem dues files, A; = A;, el determinant canvia de signe
det(A; -+ Aj -+ Aj - Ap) = —det(A; - Aj - A - Ap)

\

Exemple 2.5 Alguns exemples en el cas de matrius dordre 2:

a+bc+d_ac+bd

e f ol le fl lef
3a 3b| __|la b 4a4b_16ab
c d| Tlcd 4¢ 4d| " |c d|°




@ Les dues propietats que relacionen les operacions que fem quan triangulem una matriu i el calcul de determinants s6n les que veiem a
1T: continuacid i sén la base del métode de Gauss per al calcul de determinants

BarcelonaTECH

ESEIAAT (A
Algebra Lineal . ., ) .. . .
W Proposicio 2.6 (a) Si multipliquem una fila per un nombre A, el determinant queda multiplicat per aquest nombre

Julian Pfeifle det(Al /'LAI. A] An) — /'Ldet(Al Al Aj An) .

Viceng Sales
Josep Tuduri

(b) Si a una fila li sumem o restem un multiple d’una altra fila, el determinant no varia
det(A; -+ A; + tA; - Aj - Ap) = det(A; -+ A; - A+ Ay).
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@@ La manera més habitual en que utilitzarem les propietats de la proposicio anterior en el métode de Gauss és
1
det(A; A Aj- Ay) = - det(A; - AA; + puA; -+ Aj - Ay).

Altres propietats dels determinants:
e det(A") = det(A). En conseqiiéncia, totes les propietats dels determinants enunciades per a files sén valides també per a columnes.

e Siuna fila de la matriu A és combinacio lineal de les altres, aleshores det(A) = 0.
e Si A és quadrada dordre n i A un nombre real, aleshores

det(1A) = 1" det(A).

e Férmula del producte: det(AB) = det(A) det(B).

e Sila matriu quadrada A té inversa, aleshores

Camille Jordan

det(4A™1) =

det(4)



Exemple 2.7 Donada la matriu

e -1 2 1 -2 4 2
Barcelona TECH A= 3 2 =2, tenim que 2A = 6 4 —4],
ESEIAAT -2 -1 3 —4 -2 6
Aigebra Lineal pero entre els seus determinants, es compleix la relacié
Rafel Amer
Fra?_uﬁifﬁ Pt -1 2 1 —2 o4 2
Josen Todurt dettA)=| 3 2 =2(=-13 i detA)=| 6 4 —4|=-104=23.(-13).
Pagina 26 de 205 —2 - 1 3 _4' _2 6

Observem que per a matrius quadrades dordre 3 es compleix la relacié
det(24) = 23 det(A).

Calcul de determinants
Meétode de Gauss

Operant per files es pot arribar sempre a una matriu triangular, el determinant de la qual és, segons hem vist, el producte dels coeficients de
la diagonal principal. Només cal tenir en compte com aquestes transformacions modifiquen el determinant.

Exemple 2.8 Calcul del determinant

2 =5 4 3
3 4 75
4 -9 8 5
-3 2 -5 3
2 =5 43 2 =54 3
3 -4 75 _11jo 72 1 _
4 -9 8 5 ~ 2210 1 0 -1 B
T -3 2 —5 3%3-ZF22:23)P1':;1 0 =11 2 15| F;~7F;-F,

FLoaR3E, F4~TF4+11F,



2 -5 4 3 2 =5 4 3

- 111j0 7 2 1 110 7 2 1|_
Barcelona TECH 477{0 0 -2 -8 T 449|0 0 —2 —8|
~ ESEIAAT 0O 0 36 116 FymF o 18F; 0O 0 0 -—-28
Algebra Lineal
Frariifseé/é)rgg;ras 2.7. (_2) . (_28)

Julian Pfeifle =4,

Viceng Sales 4 .49

Josep Tuduri

Regla de Laplace
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Donada una matriu quadrada A € M,,,,,(R) i fixat un coeficient a{ , denotarem per AJI:: la submatriu dordre n — 1 que sobté eliminant la

filaiila columna j de la matriu A. Anomenarem adjunt de a{ al determinant d’aquesta submatriu multiplicat per (—1)*/:
j _ . . j_
A = (=1)""/ det(A;D).

Es facil recordar el signe corresponent a cada coeficient amb l'ajut de lesquema segiient:

+ - + -
-+ — +
+ - + -
Exemple 2.9 Donada la matriu dordre 4
2 -5 43
3 -4 75
A=l 4 9 8 5|
-3 2 =53
MRV 54 B AEIECIE
3— D = =2 _
Max Dehn AZ__ 4 _9 i 5 - :4?; z g
-3 2 —=5% 3
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Ptolemaeus of
Alexandria

i 'adjunt del coeficient a3 és

2 -5 3
A=-] 4 -9 5|=—4
-3 23

Teorema 2.10 Regla de Laplace.
(a) Fixada una fila i qualsevol d'una matriu quadrada A, es compleix que

det(A) = ajA} + a}A? + --- + allA}.
(b) Fixada una columna j qualsevol d'una matriu quadrada A, es compleix que

det(A) = alA] + alA + - + afal,.

Exemple 2.11 Calcul del determinant

3 =5 2 -4
-3 4 =5 3
-5 7 =7 5
8§ =8 5 —6
Desenvolupant pels elements de la primera columna tenim que
_i _Z _i _: 4 -5 3 -5 2 —4
=+3| 7 =7 5|—(=3)| 7 =7 5
- 7T -8 5 —6 -8 5 —6
8§ -8 5 —6
-5 2 —4 -5 2 —4
+(=5)| 4 -5 3|-8| 4 -5 3
-8 5 —6 7 =7 5

=3.(=5)+3-3-5-5—8-(=6) = 17.



Exemple 2.12 Aquest dos métodes també es poden combinar i aplicar a qualsevol matriu quadrada. A més les transformacions elementals
del metode de Gauss es poden fer tant per files com per columnes. Veiem-ho en el calcul d'un determinant dordre 3.

BarcelonaTECH 2 =31 11 2 00 42 —4 8
Algebra Lineal -3 5 2|cy~20,430, -3 17
Rafel Amer C3 ~2C3 _Cl
Francesc Carreras
Julian Pfeifle 5 .
Vicen Sales Inversa d’'una matriu
osep Tuduri
Pagina 29 de 205 En primer lloc, anem a veure un métode per al calcul de la inversa d'una matriu regular basat en els determinants.

Definici6 2.13 Si A € M,,,,,(R) és una matriu quadrada, A%? representara la matriu adjunta de A, que resulta de substituir cada
coeficient aJ de A pel seu adjunt AJ

Teorema 2.14 Una matriu A és regular si, i només si, det(A) # 0. En aquest cas

=1 Aad)t
~ de t(A)( )
Exemple 2.15 Calcul de la inversa de la matriu
2 =3 1
A= 3 2 -1
-5 3 1
Com que
2 -3 1
ullus Pllicker dettA)=| 3 2 —-1|=4-15+9+10+6+9 =23,

-5 3 1
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POCCUT rossuaczoon 1.30

Nikolai Nikolaevich
Luzin

la matriu A és regular i podem calcular la seva inversa amb la férmula del teorema anterior. Calculem en primer lloc els coeficients de A%%:

2 -1 3 -1 3 2
1 _ _ 2 _ _ — 3 _ —
-3 1 21 2 -3
1 _ = 2 = = 3 = — =
e I B B B A S ] B
-3 1 2 1 2 =3
1 _ _ 2 _ _ _ 3 _ _
A=|7 =t =] ]=s A=) T|-n
Per tant,
56 1
1
A = 3 27 5
19 9 13
Comprovacio:
1 56 1 2 -3 1 1 00
3 27 5 3 2 -1)=(012P0
19 9 13/\-5 3 1 0 01
La regla de Cramer
0 vvvvvvvvvvvvONT—
Definicid 2.16 Un sistema dequacions lineals és un sisterna de Cramer si té tantes equacions com incognites i la matriu dels coeficients
de les incognites és regular, és a dir, té determinant no nul.

En els sistemes de Cramer (que sén sempre compatibles determinats) la solucid per a cada incognita es pot obtenir com a quocient de dos
determinants.



@ Teorema 2.17 Regla de Cramer. Si AX = B és un sistema de Cramer i AL, A% ..., A" s6n les columnes de la matriu A € M, (R), la
solucié del sistema ve donada per les formules

BarcelonaTECH
ESEIAAT det(Al A2 ... B -.. AM) '
Algebra Lineal Xi = - pera i=1,2,..,n
gebra Lineal det(Al A2 ... Al ... An)
Rafel Amer y

Francesc Carreras
Julian Pfeifle
Viceng Sales
Josep Tuduri

Exemple 2.18 Resolucio del sistema dequacions
Pagina 31 de 205 3x — 2y +z=—14
4x+y—-3z=1
—2x+3y+5z=3
per la regla de Cramer.

Com que
3 =2 1
4 1 -3|=84,
-2 3 5
el sistema és de Cramer, compatible determinat i la seva solucid és
—-14 -2 1 3 -14 1
1 1 -3 4 1 -3
3 3 5 —168 -2 3 5 252
- = 34 T Tsa y= 84 =81 =3
&
' 4 1 1
Ko earstass =" -2 3 3 —168
7 = = - _



Calcul del rang per menors

l .
Barcelona TECH @ Un menor dordre r d'una matriu A € M,;,,,(R) és el determinant d’'una submatriu formada per la intersecci6 de r files i ¥ columnes de A

ESEIAAT escollides.
Algebra Lineal Per cada possible eleccié de r files i r columnes de la matriu A tindrem un menor diferent.
Rafel Amer
F'a\J'/’_uﬁ?;ﬁ szaeifﬁi'as
Josep Tudr Exemple 2.19 Donada la matriu amb 4 files i 5 columnes
Pagina 32 de 205 _ 1 4 7 _3 2
5 —4 3 1 4
A=
0 -1 2 3 =2
3 32 -1 1
i escollint les files 2 1 4 i les columnes 1 i 5, tindrem el menor
5 4
1,5 _ _
My, = 3 1= -7.

Podem pensar que eliminem totes les files excepte la 2 i la 4 i totes les columnes excepte la 1 i la 5. Els coeficients que queden son els que
formen aquest menor.

Direm que un menor M’ conté a un menor M si les files i columnes que determinen M formen part, respectivament, de les files i columnes

que determinen M'. Per exemple, és evident que el menor M %;Z conté el menor M%Z

La proposici6 segiient ens dona un metode alternatiu al de Gauss per al calcul del rang d’'una matriu. Esta basat inicament en el calcul de
determinats i, a la practica, s'utilitza en matrius amb un maxim de 4 files o columnes, ja que el de Gauss requereix menys calculs.

(0 vvvvA—
Proposicio 2.20 El rang d'una matriu A és r si, i només si, existeix algun menor regular dordre r i tots els menors dordre r + 1 que el
contenen sén nuls.

P

Pythagoras of Samos




Exemple 2.21 Calcul del rang de la matriu

3y <

3 2 5 4
BarcelonaTECH A= 2 3 6 8
~ ESEIAAT 1 -6 -9 20
Algebra Lineal 4 1 4 2
Francese Careras pel métode dels menors.
Vicen Sles Es evident que les columnes de la matriu A no sén totes multiples d’'una mateixa columna; per tant, el rang com a minim és 2, i un menor

Josep Tuduri

dordre 2 no nul és el que sobté en escollir les files 1a. i 2a. i les columnes 1a. i 2a.:

3 2 5 4

2 3 6 8

1 -6 =9 =20’

4 1 4 2
Ara hem de veure si hi ha algun menor dordre 3 que conté l'anterior i és no nul. Observem que a ’hora d’afegir una fila i una columna tenim
quatre opcions, per tant, com a molt haurem de calcular quatre menors dordre 3.
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3 2

amb M%% = ‘2 3

=s.

Si afegim la tercera fila i la tercera columna, tenim que

}
3.2 5 4

3 2 5
2 3 6 8 1,2,3
-1 -6 -9 —20 M55 = i _Z _g =0
4 1 4 2
Si afegim la tercera fila i la quarta columna, tenim que
1
3 2 5 4 3 9 4
. 2 3 6 8
Ludwig Boltzmann N 1 —6 _9 _20 M%:g:’j" - 2 3 8 - O
4 1 4 2 b6 =20



@@ Pel fet que aquests dos menors siguin nuls, podem assegurar que la matriu
UF 3 2 5 4

BarcelonaTECH A=|2 3 6 8
ESEIAAT 1 -6 -9 =20
Algebra Lineal , , . A . . . . .
BTy — té rang 2, és a dir, les seves tres files son linealment dependents. Per tant, la matriu A no pot tenir rang 4 i el seu determinant és zero.

Francesc Carreras
Julian Pfeifle
Viceng Sales
Josep Tuduri

Si afegim la quarta fila i la tercera columna, tenim que
Pagina 34 de 205

3
3 2 5 4
2 3 6 8 1,23 _ 20 —
1 -6 —9 —20 My2a = i i 2 =0
- \4 1 4 2
Si afegim la quarta fila i la quarta columna, tenim que
l
3 2 5 4 39 4
2 3 6 8 124
1 -6 -9 —20 M1’2’4= 2 3 8[=10#0.
s\4 1 4 2 412

Per tant, el rang de la matriu A és 3.

El métode de Cramer

@ En primer lloc observem que distingim entre regla de Cramer i métode de Cramer. La regla de Cramer saplica a sistemes dequacions amb
el mateix nombre d’incognites i equacions i determinant de la matriu dels coeficients de les incognites no nul, mentre que el metode de
Cramer es pot aplicar a qualsevol sistema dequacions.




Els passos a seguir en el métode de Cramer son els segiients:

e Calcular el rang de la matriu A.

Barcelona TECH o Calcular el rang de la matriu ampliada.
ESEIAAT Si els rangs coincideixen, tenim un menor no nul dordre maxim, el sistema és compatible i continuem:
Algebra Lineal .. .
—_ ¢ Eliminem les equacions que no corresponen al menor trobat.
Rafel Amer
Fi C . \ . . \ . \ . e
" ilan Protfle o Passem les incognites que no corresponen al menor trobat a la dreta de les igualtats. Seran els parametres o incognites secundaries en la
Vi Sal
Josep Todur resolucid.
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— e Resolem el sistema resultant amb la regla de Cramer.

Exemple 2.22 Resolucio del sistema

2x—-y+z=3
—2x+y—3z=-2
4x -2y =7
pel métode de Cramer.
Com que
2 -1 1
-2 1 =3|=0,
4 =2 0

el sistema no és de Cramer i no podem aplicar directament la regla de Cramer. Aleshores, hem de seguir els passos del metode de Cramer.

Calculem, doncs, el rang de la matriu A dels coeficients de les incognites. No pot ser 3 ja que el seu determinant és zero i és evident que el
menor dordre 2, Mf; és no nul

o 2 -1 1
Ludwig Boltzmann _ 2 1 _ 3 Mi,;
4 =2 0

'—1 1

1 —3‘22’



A continuaci6 calculem el rang de la matriu ampliada partint del menor M: f;, que ja sabem que és no nul

UF 2 -1 1 3
BarcelonaTECH -2 1 -3 -2
ESEIAAT 4 =2 0 7
Algebra Lineal ) 23
T raeAmer Els tinics menors que contenen M;’; sén
Francesc Carreras ’ 1,2,3 2,3,4
Julian Pfeifl 94y 1 99y
Vicenc Sales My i Mpss
Josep Tuduri . . , . . , . = . 7 . \ . .
S e— del primer ja sabem que té determinant 0 ja que és la matriu dels coeficients de les incognites i el segon
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-1 1 3
2,34 _ 2 9| =
MiFi=| 1 =3 —2|=0,
-2 0 7

per tant el sistema és compatible indeterminat amb un grau de llibertat.

Com que el menor dordre maxim no nul que hem trobat és M f;’ , ens quedem només amb les equacions 1a. i 2a. (files del menor)
2x—y+z=3
—2x+y—3z= —2}
i, com que les columnes del menor sén la 2a. i la 3a., deixem les incognites y i z com a principals i passem la x a la dreta
—y+z=3-2x
y—3z=—2+2x}'

Hem transformat un sistema de tres equacions amb tres incognites a un dos per dos i de Cramer. Per tant, ja podem aplicar la regla

corresponent
3—2x 1 -1 3-2x
—2+2x -3 -7+ 4x ) 1 -2+2x -1
Y= - boE= -2
7 Aryabl‘ﬂa‘ta ) _1 1 _1 1
1 -3 1 -3



Per tant, la soluci6 del sistema dequacions és

=7+ 4x
UF y= 5
BarcelonaTECH 1
ESEIAAT z= D)
Algebra Lineal
Rafel Amer . . . . o7 \
Franceso Carreras Exemple 2.23 Estudiem el sistema dequacions segiient en funcié del parametre a:
Viceng Sales
Josep Tuduri ax + y + zZ = 1
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x+ay+z=a
x+y+az=a
En primer lloc calculem per a quins valors de a el rang de la matriu dels coeficients és maxim. En aquest cas aixo vol dir que el sistema és de
Cramer, és a dir, el determinant de la matriu dels coeficients és no nul.

al 1
1 a 1|l=a®>-3a+2.
1 1 a

Evidentment si a® — 3a + 2 # 0, el sistema és de Cramer i, per tant, compatible determinat. Trobem, doncs, les arrels de l'equaciéd
a® — 3a + 2 = 0 per métode de Ruffini la primera i les altres dues amb una equacié de segon grau.

1 0 -3 2

\11—20

Una de les arrels és a = 1 i les altres dues son les solucions de lequaci6 de segon grau a®? + a — 2 = 0:

—1+y/1+8 -1++49 -1+3 (1
Louis Nirenberg a= = = =

2 2 2 2




Per tant les arrels séon a = 1 amb multiplicitat 2 i @ = —2 i tenim la descomposici6 en factors

UF a—-3a+2=(a-1)>*a+2).

BarcelonaTECH
ESEIAAT
Algebra Lineal
Francese Caneras Per tant, sia # 11 — 2, el sistema és compatible determinat, i la seva solucid es pot trobar per la regla de Cramer
Vicano Salos
Josep Tuduri
S — 1 11
Pagina 38 de 205
a a 1
a1 a —+a*+a-1 —-(a—1>2@a+1) a+1
X = = = = —
(a—1)2(a+2) (a—1)*(a+2) (a—1)*(a+2) a+?2
a 1 1
1 al
1 a® a a’—2a+1 (a—1)? 1

YT a=12(a+2) @—-1%a+2) (a—12a+2) a+2

al 1
1 a a
1 1 a? a*-2a2+1  (a—1D*a+1)? (a+1)

(@a—12(a+2) (@-12a+2) (a—1%a+2) a+2

| Sia =1, és clar que rang(A) = rang(A|B) = 1, llavors el sistema és compatible indeterminat amb dos graus de llibertat i la seva solucio6
Richard Courant general és

x=1—-y—2z.



BarcelonaTECH

ESEIAAT

Algebra Lineal

Rafel Amer
Francesc Carreras
Julian Pfeifle
Viceng Sales
Josep Tuduri
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Gerd Faltings

Finalment, si a = —2, la matriu del sistema i la matriu ampliada s6n

-2
1
1

per a les quals és evident que el menor dordre 2

Lultim menor que necessitem calcular és

Per tant, en aquest cas el sistema és incompatible.

1
-2
1

1
1
-2



3 Vectors al pla i a l'espai

Barcelona TECH Vectors lliures al pla
ESEIAAT
Algebra Lineal
Ratel Amer Donats dos punts del pla A i B, sanomena vector fix amb origen A i extrem B al segment orientat que uneix aquests dos punts. Es representa
Francesc Carreras —
Julian Pfeifle AB
Viceng Sales .
Josep Tuduri
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—
AB

A

Observem que cada vector fix del pla queda determinat per la seva direccid, el seu sentit, la seva longitud i el seu origen o punt d’aplicacid.

Direm que dos vectors fixos son iguals si coincideixen en direccid, sentit i longitud. En aquest sentit, el conjunt de tots els vectors del pla
sanomena conjunt dels vectors lliures del pla i es representa 15.

2 ////

%
§

Ludwig Wittgenstein

Vector lliure 1



Si i U sén dos vectors de 13, la seva suma U + U sobté mitjancant la regla del parallelogram, i el producte de i per un nombre t € R és el
vector que té |t| vegades la longitud de i, la mateixa direccid, el mateix sentit si ¢ > 0 i sentit contrari si t < 0:

BarcelonaTECH
_— - -
ESEIAAT u+v
Algebra Lineal —2u i

Rafel Amer
Francesc Carreras
Julian Pfeifle
Viceng Sales
Josep Tuduri

<L
)
N2
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[T . . \ . = . > o - \ . . .
En conseqiiéncia, la diferéncia dels vectors u i v, u — v, es pot representar geometricament de dues maneres diferents, en primer lloc,
. . o7 = . g J4 . . D
representem el vector —v i a continuacié sumem amb la regla del parallelogram els vectors u i —v o bé unim els extrems dels vectors v i u.

Ho veiem a la figura segiient
U

Edward Witten




BarcelonaTECH

ESEIAAT

Algebra Lineal

Rafel Amer
Francesc Carreras
Julian Pfeifle
Viceng Sales
Josep Tuduri
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Sofya Vasilyevna
Kovalevskaya

D’altra banda, fixats uns eixos de coordenades, a tot vector de V; podem assignar-li unes components (a, b). Si canviem els eixos de
coordenades, també canvien les components.

En termes d’aquestes components, la suma i el producte per nombres reals sexpressa component a component:
-
u = (ap,by)
S
v = (ay,by)

u = (a,b) - tiu = (ta, tb).

-

U+0=(a; +ayb, +by).

Observacié 3.1 Es a dir, fixats un eixos de coordenades els vectors del pla es poden identificar amb RR?, el conjunt dels parells ordenats de
dos nombres reals.

El conjunt de vectors lliures a lespai, V5, es defineix de manera semblant i tots els conceptes son analegs al cas de dimensio 2, excepte que els
eixos de coordenades i les components son 3.

Com abans, fixats un eixos de coordenades els vectors de lespai es poden identificar amb R3, el conjunt de les ternes ordenades de tres
nombres reals. Escena 3D


https://videos.rafelamer.com/blender/transparencies3/exemple3-1.blend

Les operacions suma de vectors i producte per nombres reals queden

S
u = (ay,by,cq)
I]; 1> %1 %1 - -
S = u+v=-_(>a;+a,b; +byc; +c,).
BarcelonaTECH L= (az, b2’ C2)
ESEIAAT S 5
Algebra Lineal u=_(a,b,c) E tu = (ta,tb, tc).
Frar'lifﬁlg?fr'eras La suma de vectors i els producte per nombre reals compleixen les propietats habituals:
Julian Pfeifle
Soap e e Associativa: U+ V) + W = U+ (U + ).
— . - - - -
Pagina 43 de 205 e Commutativa: U +0 =0 + U.

e Element neutre: existeix un vector 0 tal que 0+il=1i per a tot vector .
e Oposats: per a cada vector U existeix un vector — tal que u + (—u) = 0.
e Distributiva del producte per a la suma de vectors: t(il + U) = tu + tu.
e Distributiva del producte per a la suma descalars: (t + s)u = tu + su.
e Associativitat dels productes: t(su) = (ts)u.
o Unitat: 1u = u.

Combinacions lineals de vectors

s o1 = 7 . o1 1o s = - . . .
Definicid 3.2 Un vector u és combinacié lineal dels vectors u;, u,, ... , u,, si existeixen escalars (nombres reals) t;,t,, ... , t,,, tals que

ﬁ - tlﬁl + tziiz + - 4 tmﬁm .

Exemple 3.3 Estudiem si el vector i = (2,7, —8) és combinacio lineal dels vectors u; = (2, —1,4), i, = (3,1,1) i ﬁ3 =(1,1,1).
Per aix0, hem de veure si existeixen escalars t;, t,,t; € R tals que

(2,7,-8) = (2,-1,4) + £,(3,1,1) + £5(1, 1, 1)..

James Clerk Maxwell



BarcelonaTECH

ESEIAAT

Algebra Lineal

Rafel Amer
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Julian Pfeifle
Viceng Sales
Josep Tuduri
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Thomas Joannes
Stieltjes

Igualant component a component obtenim el sistema dequacions
20, + 3ty 4+t =2
—t =7
Aty + by + t; = =8

Resolent aquest sistema pel métode de Gauss

2 3 1| 2 2 3 1 2 2 3 1] 2
-1 11| 7 ~10 5 3| 16 ~|0 5 316 |,
4 1 1|-8 %:%1:2_.511;1 0 =5 —-1|-12 Fyn Pyt F, 00 2| 4
és immediat que és compatible determinat i que la seva solucié és
t = -3, =2, t; =2
Per tant, 1 és és combinacio lineal dels altres tres i, a més, Escena 3D

(2,7,-8) = =3(2,-1,4) +2(3,1,1) + 2(1,1,1).

Observaci6 3.4 Si el sistema ens hagués sortit incompatible, hauriem dit que el vector i no és combinaci6 lineal dels altres tres

Dependeéncia i independéncia lineal de vectors
(0 vvvvvvvvvvvvvOv——
o o1 - - - 7 . . . r . . .
Definici6 3.5 Els vectors u;, U, ... , Uy, son linealment independents si els tinics escalars o nombres reals que compleixen la igualtat

t1dy + Lyily + - + Lyl = O



https://videos.rafelamer.com/blender/transparencies3/exemple3-3.blend

BarcelonaTECH

ESEIAAT

Algebra Lineal

Rafel Amer
Francesc Carreras
Julian Pfeifle
Viceng Sales
Josep Tuduri
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Ferdinand Georg
Frobenius

En cas contrari, és a dir, si existeixen escalars t;, t,, ..., f,,, no tots nuls, tals que
- - -
tlul + tzUz + -+ tmum = 0,

direm que els vectors Uy, Uy, ... , U, $6n linealment dependents.

5 . . .7 1 . =l 4 4 . 5 7
D’una igualtat com aquesta en direm relacié de dependéncia entre els vectors Uy, U, ..., U,,. Dit d'una altra manera, aquests vectors sén
linealment independents si entre ells no hi ha cap relacié de dependéncia.

Exemple 3.6 Estudiem la dependéncia o independeéncia lineal dels vectors de V5, u; = (1,2,2), i, = (—1,0,2) i ti; = (4,4,0).

Hem de veure quins coeficients t;, t, i t; compleixen la igualtat
t;(1,2,2) + t,(-1,0,2) + t;(4,4,0) = (0,0,0)
i, si igualem component a component, obtenim el sistema dequacions

tl_t2+4t3=0

2t; +4t;,=0
2t +2t, =0
Per resoldre’], triangularem la matriu corresponent
1 -1 40 1 -1 4.0 1 -1 4.0
2 0410 ~10 2 —40 ~(0 2 —4|0],
2 200/pr2r, \O 4 =870/ . \0 0 00

F3~F3—2F;

. 4 . . . . - A N d 7 . o7 1 .
Ja veiem que és compatible indeterminat i, per tant, els vectors u,, U, i t5 sdn linealment dependents. Per trobar una relaci6é de dependéncia
entre ells, hem d’acabar de resoldre el sistema

t,—t,+4t;, =0 t —2t; +4t; =0 t; = =2t
1 2 3 — 1 3 3 — 1 3 .
2t2 - 4't3 = O tz = 2t3 t2 = 2t3
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Pagina 46 de 205

Jean-Pierre Serre

Si prenem t; = 1, tenim una solucid particular del sistema dequacions t; = —2,t, = 21it; = 1, don resulta una relacié de dependeéncia
entre els vectors

—2ﬁ1+2ﬁ2+ﬁ3 =0.

A partir d’aquesta relacié de dependéncia podem veure que cadascun dels tres vectors és combinacio lineal dels altres dos (només cal aillar),

al=a2+§a3, By =il — iy 1 il = 20, — 2.

Observacio 3.7 Propietats de la la dependéncia o independéncia lineal de vectors:

¢ Si en una colleccid de vectors hi ha el vector nul, seran linealment dependents.

e Tres o més vectors de V5 son sempre linealment dependents.

¢ Quatre o més vectors de 15 son sempre linealment dependents.

e Dos vectors no nuls de V5 0 V5 sdn linealment independents si, i només si, tenen direccions diferents, és a dir, no sén multiples un de

laltre.
e Tres vectors de 15 son linealment dependents si, i només si, estan continguts en el mateix pla.

|4
e Dos vectors de V5 sén linealment independents si, i només si, el determinant de la matriu formada amb les seves components és diferent
de zero.
e Tres vectors de 15 son linealment independents si, i només si, el determinant de la matriu formada amb les seves components és diferent
de zero.

En lexemple anterior, tenim que

1

2

2
per tant, son linealment dependents i estan continguts en un pla.



Basesde ;i V;

BarcelonaTECH . ey / . g 3
—sEAAT Definicio 3.8 Una base de 15 és qualsevol conjunt ordenat de dos vectors de 5 linealment independents. Ho representarem
Algebra Lineal B = {ﬁl’ az}
Rafel Amer ’ . g 3
Francesc Careras Una base de 15 és qualsevol conjunt ordenat de tres vectors de 15 linealment independents. Ho representarem

Viceng Sales = = =

Josep Tuduri B — {u U-. U }

R - 1> #2543
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A V5, sempre suposarem fixada una base

B. = {?7 j }
formada per dos vectors unitaris i perpendiculars, a la que anomenarem base canonica de V5. També la representarem per les seves
components B, = {(1,0), (0, 1)}.

De manera semblant, a 15, sempre suposarem que hem fixat una base

B c= {?, j k }
formada per tres vectors unitaris i perpendiculars entre ells, a la que anomenarem base canonica de V5. També la representarem per les seves
components B, = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.

Components d’un vector en una base

- - . .7 . - .
Donada una base de V4, B = {u;, u,}, qualsevol altre vector u € Vj es posar posar com a combinacio lineal dels vectors 1, i u,

>
u
- - -

u= x1u1 + yluZ .
-

Aleshores, direm que (x;, y;) sén les components del vector u en la base B i ho representarem

U= (X115 -

Shiing-Shen Chern

. 4 \ . . . -
Si la base és la canonica escriurem simplement u = (x;, y;).
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Jean Gaston Darboux

\ . 4 . .
En el grafic segiient podem veure les components d’un vector u en la base canonica i en la base B.

5
] L
47
le 77777777777 * - u= (ep, 1) = (x1, 313
] ™
“ 2 |
» ~
) 1
~ |
T T T T T T T T Ty 1
-5 -4 -3 -2 -1 2 /3 4M s
4 > /
7 N
VX
o 1 7
+2 >
1 ©
73] /
*
7 4]
7 )
_5]

Exemple 3.9 Calcul de les components del vector 1 = (7,2) en la base B" = {(1,2), (—1,1)}.
Hem de trobar els coeficients x’, " € R tals que

(7,2) =x'(1,2) +y'(-1,1),
aleshores, igualant component a component, tenim el sistema dequacions

X' -y =7
2x’+y’=2}'
Si el resolem amb la regla de Cramer tindrem que
7 —1‘ ‘1 7‘
. 2 1 ) 2 2
I
2 1 2 1



Per tant, les components del vector (7, 2) en la base B’ sén (3, —4). Ho representarem

S
7 u=(72)=G,-4)p .
Barcelona TECH En el grafic segiient podem veure representades les bases canonica i B’ i el vector i.

ESEIAAT

Algebra Lineal

Rafel Amer

Francesc Carreras »
Julian Pfeifle

Viceng Sales N
Josep Tuduri
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2 U= (7,25, = G~

N
2

3

3

Observacio 3.10 Cada base de 15 determina uns eixos de coordenades a partir dels quals podem mesurar els vectors, és a dir, les bases fan
en les magnituds vectorials el mateix que les unitats en les magnituds escalars.
Analogament, donada una base de V4, B = {ii;, U,, 3}, qualsevol altre vector & € ¥} es posar posar com a combinacié lineal dels vectors 15,
Uy i

- - - -

u=xu, + »nu, + Z1U5 .

Aleshores, direm que (X1, y;,21) s6n les components del vector u en la base B i ho representarem

P4 U= (X1, )1,21)3-

Stanistaw Marcin Ulam

. J4 \ . . . -
Si la base és la canonica escriurem simplement u = (X, )y, Z7).



Exemple 3.11 Calculem les components del vector i = (-1, 5,4) en la base
UP B'={1,1,0),(1,1,2),(-2,1,1)}.

BarcelonaTECH

ESEIAAT
Algebra Lineal

Rafel Amer

o oot Com en el cas de dimensid 2, hem de trobar tres coeficients tals que

Julian Pfeifle
Viceng Sales

Josep Tudot (-1,54)=x'(1,1,0)+y'(1,1,2) + z'(-2,1,1),
R aleshores, igualant component a component, tenim el sistema dequacions
X' +y —-2z'=-1
xX'+y +z'=5
2y'+z' =4

Triangulem la matriu d’aquest sistema per resoldre’l pel metode de Gauss

11 -2|-1 11 -2]-1 11 -2|-1
11 1 5 ~|10 0 3 6 ~| 0 2 1 4],
0 2 1| 4 FyFy Fy 0 2 1| 4 FyoF, 00 3 6
i tindrem que
X' +y -2z =-1 X' +y —4=-1 X +1—-4=-1 x'=2
2y'+z' =4 ; 2y'+2=4 ; y =1 ; y =1
3z =6 z'=2 z' = z' =2
Per tant les components de i en la base B’ s6n (2, 1,2), és a dir, Escena 3D

pu L il
Paul Joseph Cohen

u=(-1,54)=(2,1,2)y5 .


https://videos.rafelamer.com/blender/transparencies3/exemple3-11.blend

Equacions i matriu del canvi de base
| Si repetim el que hem fet a lexemple 3.9 per a un vector genéric que tindra components (x, y) en la base canonica i components (x’,y") en la

BarcelonaTECH base B’ = {(1,2),(—1,1)}, tindrem que
"~ ESEIAAT (6,y) = ¥'(1,2) + y'(~1,1).

Algebra Lineal
Ratel Amer Igualant terme a terme, tindrem que

Francesc Carreras , ,
Julian Pfeifle — —_
Viceng Sales X=X y
Josep Tuduri , , .
y=2x"+Yy

(ch)z(i _D(;) (.2)

Lexpressio 3.1 sanomena equacions del canvi de base de B’ a la base canonica, mentre que 3.2 Sanomena expressio del canvi de base de B’ a
la base canonica. La matriu
o (1 1
-(7)

sanomena matriu del canvi de base de B’ a la base canonica.
@@ Si calculem la inversa de la matriu C, tindrem que

a_1f 11
c _3(—2 1

és a dir, C~! és la matriu del canvi de base de la base canonica a la base B’

(3.1)
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i, en forma matricial,

Si ara volem calcular les components del vector % = (7, 2) en la base B’ = {(1,2), (=1, 1)} només cal que fem

X\ _1{ 1 1\(7\_{( 3
y ) 3\-21/\2) \-4
Repetim ara el mateix amb una nova base B’ de V5. Si un vector genéric té components (X, y, z) en la base canonica i components (x’,y’, z")

James Joseph €n la base B, = {(19 1’ _2)’ (_13 39 _1), (_2, 1, _3)}, tindrem que
Sylvester
y (x, ya Z) = xl(1’ 11 _2) + yl(_l’ 3, _1) + Z,(_z’ 1’ _3) )




Igualant terme a terme, tenim el sistema dequacions

! ' ’
E X=x -y —2z

BarcelonaTECH y= x' + 3y, +z' . (33)
ESEIAAT z=-2x'—y —3z'

Algebra Lineal
Rafel Amer i, en forma matricial,

Francesc Carreras
Julian Pfeifle
Viceng Sales
Josep Tuduri

X 1 -1 =2\ /X
y|= 1 3 1|1y ]. (3.4)
z -2 -1 =3/\z2
Lexpressio 3.3 sanomena equacions del canvi de base de B’ a la base canonica, mentre que 3.4 sanomena expressio del canvi de base de B’ a
la base canonica. La matriu

Pagina 52 de 205

1 -1 -2

C= 1 3 1

-2 -1 =3

sanomena matriu del canvi de base de B’ a la base canonica.
@@ Si calculem la inversa de la matriu C, tindrem que
8 1 =5 x' 8 1 =5\ /x
cl=2(-1 7 3 = y (-1 7 3 y |,
19 19

-5 -3 —4 z' -5 -3 —4/\z

és a dir, C~! és la matriu del canvi de base de la base canodnica a la base B’

Si ara volem calcular les components del vector U= (11,—11,4) en la base

B ={1,1,-2),(-1,3,-1),(-2,1,-3)}

——— només cal que fem
Peter Swinnerton-Dyer
x' 1 8 1 =5 11 3
Y]=gl-1 o7 3 -1)=(-4
z' —5 -3 —4 4 —2



Definici6 3.12 Si Bi B’ = {(a%, al)g, (a3, a%)B} s6n dues bases de 15, anomenarem matriu del canvi de base de B’ a B a la matriu

BarcelonaTECH C = a% a%
ESEIAAT a ai)’

Algebra Lineal

Rafel Amer
Francesc Carreras
Julian Pfeifle
Viceng Sales
Josep Tuduri

Aleshores, siit = (x,y)5 = (x',y") g = x'(al,al)z + y'(a?, a3) 5, es compleix que
x = alx' + ay’ (x)_(ai a§)(x') , <x'>_(a1 a%)_l<x)
y=ax' +a3y' |’ y ay a3 )\y Yy ay a y
(0 UAA—

Definicié 3.13 Si Bi B’ = {(al, a}, a}) 3, (ai, a3, a3) 3, (a3, a3, a3) 3} s6n dues bases de 3, anomenarem matriu del canvi de base de
B’ a B ala matriu
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2
a; a%
C=|a; a5 a

2
as a;s

N,

Ara,sit = (x,,2)g = (X,y,2")g = x'(a},a},ad) 5 + y'(a3, a3, a2) 3 + 2'(a3, a3, a3) 3, tindrem que

x = aix' +ajy’ +ajz’ X al @ a\ [x x' al @@ @\ /x
1 41 4 1 41 a4
y=ayx +ay +a3z ¢, yl=|a @ o ||y i Y)|=lag @ ) (v
1 2 3 ' : 1 2 .3
z=alx' + a3y +aiz’ z a; a3 a3/ \z z a; az a3 z
M Ramotz Exemple 3.14 Donades les bases B’ = {(1,1),(—1,2)}i B” = {(1,-1),(2,1)}, calculem les matrius del canvi de base de B’ a B” ide B” a

B'.
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Janos Bolyai

Recordem que sempre suposem que dentrada tenim fixada la base canonica B, = {7, J} i, per tant, tenim que
B ={(1,Dg,(-1,2)5,} i B ={1,-Dg,(21)g,}.

s 7 = . . .
Aixi, per a cada vector u € 15, tindrem les seves components en la base canodnica, les seves components en la base B’ i les seves components
en la base B”,

u=(xy) =) ="y )pn
(6,y)=x"1,1D+y(-1,2) =x"(1,-1) +y"(2,1)
Tal com hem vist en els exemples anteriors, en aquest cas tindrem que
)= )6
y -1 1/\y

(5)-( 7))
b 2)G)=- )0, 59

Per obtenir 'expressid i la matriu del canvi de base de B’ a B”, hem d’expressar (x”,y") en funcié de (x',y"). Aixo ho fem a partir de la

igualtat 3.5:
X'\ 12\ (1 =1\ (x\_1(1 =2\(1 —1\(x'\_1[-1 =5\(x
y' ] \-11 1 2/\y /) 3\1 1/J\1 2/\y ) 3\ 2 1)\y)’

Per tant, la matriu del canvi de base de B’ a B” és
1/-1 -5
€= 5( 2 1) '

De manera semblant obtenim I'expressio i la matriu del canvi de base de B” a B’. Novament a partir de la igualtat 3.5, tenim que

(-0 73) (D632 DE D630 36

1, en consequencia,
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Galileo Galilei

7

Per tant, la matriu del canvi de base de B” a B’ és
1 1 5
-1_
= 3 (—2 —1) ’

Rectes i plans vectorials

A diferencia del capitol segiient, quan en aquest parlem de rectes i plans ens referirem a rectes i plans vectorials, és a dir, que només tindrem
en compte els vectors que hi estan continguts.

Definici6 3.15 Donat un vector no nul # € V5 o il € 4, anomenarem recta vectorial generada per u al conjunt de tots els multiples

deui. La representarem per
R = (u).

Intuitivament, donem per conegut el concepte de linia recta i com a observadors només ens fixem en els vectors que hi estan continguts.
Aleshores, totes les linies paralleles a una de fixada, contenen exactament els mateixos vectors i defineixen, per tant, la mateixa recta vectorial.
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Kurt Friedrich Gédel

De la mateixa manera que tots els vectors fixos que tenen una determinada longitud, direccié i sentit defineixen el mateix vector lliure, totes
les linies rectes que tenen la mateixa direccio, donen lloc a la mateixa recta vectorial.

Si R = (1), direm que R és la recta generada pel vector U i que u és una base de la recta vectorial.

Observacions 3.16 En dimensid 2 es compleix que

(a) Siu = (a,b) és una base de la recta R, tots els vectors (x, y) de R compleixen lequacié
x Y

=3 obé bx—-ay=0.

D’aquesta equacié en direm equaci6 implicita de la recta.

(b) Reciprocament, totes les solucions de lequacié Ax + By = 0, formen la recta vectorial generada pel vector U = (B, -A).

Observacions 3.17 En dimensié 3 es compleix que

(a) Siu = (a,b,c) és una base de la recta R, tots els vectors de (x,y,z) de R compleixen 'equacio continua de la recta

x_ y z
a b ¢
De fet, aquesta equacid és equivalent a un sistema de dues equacions homogeénies amb tres incognites
bx—-—ay=0
cx—az=0

(b) Reciprocament, les solucions d’un sistema homogeni de dues equacions amb tres incognites i rang 2
ajx+aly+ajz=0
1 2 2, —
ax+ayy+ayz=0

formen una recta vectorial generada per qualsevol solucié no nulla d’aquest sistema. Aquest sistema son les equacions implicites de la
recta.
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Louis Nirenberg

Exemple 3.18 Trobem una base de la recta dequacions implicites
2x+y+3z=0
x—3y+4z=0]|"

Resolem aquest sistema pel metode de Gauss per trobar la solucié general

(2 130) N(z 130)
1 =340/, . {0750
aleshores,
5z 13z
——3 ——
—7y+5z2=0 _ 2z _ >z

Com que només necessitem una soluci6 particular del sistema, prenem z = 7 i tindrem que el vector # = (—13, 5, 7) és una base (o un
generador) d’aquesta recta. Escena 3D

Definici6 3.19 Donat dos vectors linealment independents 4, , 4, € V5, anomenarem pla vectorial generat per aquests dos vectors
al conjunt de totes les combinacions lineals. El representarem per

P=<ﬁl’ﬁ2>-

Si P = (u; ,u,), direm que P és el pla generat pels vectors i, i i, i que {ii; , Ui,} és una base del pla vectorial.

Observaci6 3.20 Els plans vectorials compleixen que si #; = (a;, by, ¢;) i i, = (a,, b,, ¢,) formen una base del pla P, tots els vectors de P
compleixen 'equacié implicita del pla

a, a, Xx

by b, y|=0.

g ¢ z


https://videos.rafelamer.com/blender/transparencies3/exemple3-18.blend

Reciprocament, les solucions de qualsevol equacié de la forma

JP Ax+By+Cz=0

Barcelona TECH formen un pla vectorial i dues de les seves solucions que siguin linealment independents en seran una base.
ESEIAAT
Algebra Lineal Exemple 3.21 (a) Calculem lequacié implicita del pla de V5 generat pels vectors (2,—3,1) i (1, -2, 1).
o tel Amer Només cal calcular un determinat i ho farem desenvolupant pels coeficients de la tercera columna:
Julian Pfeifle
Vo 2 L
Pagina 58 de 205 _3 _2 y =—X—- y —Z = 0 )
1 1 z
és a dir, lequacié ésx +y +z = 0. Escena 3D

(b) Trobem ara una base del pla dequacié implicita 2x + 3y — 2z = 0.
Es immediat que els vectors (1,0, 1) i (3, —2, 0) sén solucié d’aquesta equaci6, per tant {(1,0,1), (3, —2,0)} és una base del pla.

@@ Es important que observem que, de la mateixa manera que les components dels vectors canvien si canviem de base, les equacions dels plans i
les rectes també. Aixi parlarem de les equacions d’un pla o una recta en la base canonica i de les seves equacions en una base B’.

Exemple 3.22 Calculem les equacions de la recta x — 3y = 0 en la base B" = {(—1,1),(1,2)}.
Lexpressié i les equacions del canvi de base de la base B’ a la base canonica sén

= , i .
y L 2/\y y=x"+2y

Aleshores, per a obtenir lequacio de la recta en la base B’ només cal substituir
x—3y=0
—x"+y =3(x'+2y")=0
—4x'—5y"=0

Liu Hui

4x" +5y' =0.
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Enrico Bombieri

Productes escalar i vectorial

Definicié 3.23 El producte escalar de dos vectors 1 i U de V; 0 14 és el producte de les seves longituds pel cosinus de I'angle que
formen

=

i U = |[ad]| ||0]] cos a(dd, U)

&

Les propietats basiques del producte escalar sén:
definida positiva: 1 - U > 0 per a tot U # 0;

. \ . . - - - -
simeétrica (commutativa): u -0 = U - u;

compatible amb el producte per escalars: (tu) - U = t(u - 0) = u - (t0);

distributiva respecte de la suma: i - (U4 W) =u -0 + U - W.
També és immediat que dos vectors son perpendiculars si, i només si, el producte escalar és zero.

- >

Com que les bases canoniques de V;i 5, B, = {7,7}iB. = {1,],k} estan formades per vectors unitaris i perpendiculars entre ells,
lexpressio del producte escalar en aquesta base és

U=y, U=(x,)) aleshores U 0= XX, + Y1) (3.6)
R R L 3.6
u=(x1,y,21), U=(X3)225) aleshores UV =X1Xy + V1 V2 + 212,
De manera semblant, la longitud de vectors expressats en la base canonica és
u=(x;,») aleshores l[ul]| = Vi -t =+/x?+y?
(3.7)

u=(xy,y,2;)  aleshores l[d]] = Vi -t =/ x? + y? + 22

HE

Definici6 3.24 Direm que una base és ortogonal si esta formada per vectors perpendiculars entre ells i que és ortonormal si els seus vectors
son perpendiculars entre ells i unitaris.



Observacid 3.25 Les igualtats 3.6 i 3.7 son valides no només en la base canonica siné en qualsevol base ortonormal
El calcul de productes escalars, longituds i angles és immediat tant en la base canonica com en les bases ortonormals.

l -
Barcelona TECH Exemple 3.26 Sigui B’ = {¢}, ¢,} una base de V; tal que ||¢,|| = 1, ||&,]| = 2i a(e}, €,) = 120°. Calculem el producte escalar, les longituds i

ESEIAAT Iangle format pels vectors vectors i = (2,3)5 iU = (=3,2) 4.
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En primer lloc tenim que

e -ep=1, e -e,=1-2-co8(120°)=-1 i ¢&,-¢& =4,
aleshores,
u-0=(2€; +36) (-3¢, +2¢,) = —6¢, - ¢, +4¢, - &, —9¢, - €, + 6¢, - &,
=—6-14+4-(-1)=9-(=1)+6-4=23.
De manera semblant,
u-u=(2¢ +36) (2, +3¢,) =4¢, - ¢, +6¢, - ¢, +6¢,-¢; +9¢, - &,
=4-146-(-1)+6-(-1)+9-4 =28,
U-0= (=3¢ +2¢,) (=3¢, +2¢&,) =9¢, - &, — 6€, - &, — 6¢, - €, + 4¢, - &,

Oliver Heaviside — 9 . 1 _ 6 . (_1) — 6 . (_1) + 4. . 4 — 37
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5

Sergei Petrovich
Novikov

Per tant,

-

i-0=23, |lul=v28=2vy7, ||0]|=4+37,

cos a(u, V) = ~ 0.714575
2\ 737

ia(i, D) ~ 44.3916°.

Matriu de Gram d’una base

Definicié 3.27 Donada una base de V}, B = {¢,,¢,}, 0 de }}, B = {e}, &,, €;}, anomenarem matriu de Gram d’aquesta base a la matriu
formada pels productes escalars dels seus vectors:

5> 5 5 5 >

- €1:€ €€ ¢€1-¢€;3

el‘ 1 el‘ez 7 - - - - - -
G=|5 5 5 3 o bé G=|e e e-e e-e;

- - - - -
€3:€ €3-€ €3-6€;3

\,

En el cas de lexemple anterior en el que ||€;|| = 1, ||&;|| = 2i a(€], €,) = 120°, tindrem que la matriu de Gram de la base B’ és

o=( %)

Proposicié 3.28 Si els vectors il i U de Vj expressats en la base B’ tenen components u = (X}, 1, 21) g i U = (X5, Y5, 2z5) 1, aleshores

- - - - - - ’
el ° el el ° 62 el ° 63 x2
- - - -> > - ’
€€ €€ €-e3 || )
- - > > > > }
e3 * el 63 * 62 63 * 63 Z2

i-5=(x % =)

\,

Observacid 3.29 La situacio en dimensio 2 és completament analoga.
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Bernhard Riemann

Exemple 3.30 Donada la base B’ = {€], ¢,, €5}, sabem que la seva matriu de Gram és
1 11

G=|12 2

1 23

Les equacions implicites de la recta vectorial R en aquesta base sén
x'+2y'+z' =0

2x’+3y'+3z’=0}’
trobem lequaci6 implicita del pla vectorial P perpendicular a R.

Per trobar el vector director de la recta, hem de resoldre el sistema format per les seves equacions implicites:

<1210) N<1 210)
23300/, p e \0 =1 1[0
don
x'+2y'+z2'=0| x' = -3z
—y' +z =0}’ y =2z '

Per tant, el vector 1 = (—3,1, 1)z és un vector director de la recta R. Com que els vectors (x’,)’,z") 5/ del pla P han de ser perpendiculars
al vector u = (-3, 1, 1)/, han de complir que

11 1)\/-3
(x' y 2)[1 2 2 1]=0 obé —x+)y +22'=0.
123 1

Observem que el producte escalar entre els vectors (—3,1,1)g/ i (x',y’,2") 5 no es pot calcular multiplicant component a component i
sumant, ja que no estan expressats en la base canonica, sin6 que s’ha de calcular fent servir I'anterior proposicié.



Aixi doncs, lequacié implicita en la base B’, del pla vectorial P perpensdicular a la recta R és

i —x'+y' +2z'=0 o bé x' —y —2z'=0.

Barcelona TECH Projeccions ortogonals i métode de Gram-Schmidt
ESEIAAT
Algebra Lineal
(T —_——S
Fmgiifi%iiﬂ%’“ Definicié 3.31 La projeccié ortogonal del vector i sobre la recta vectorial R = (U) és I"inic vector ' € R que compleix que
Josep Tudur 1" =1 — u' és perpendicular a R.
Pagina 63 de 205

Com que el vector ¢/’ ha de pertanyer a R, haura de ser de la forma 1’ = (U i sha de complir que

u—-u)-v=0, (u—-tv)-v=0, U-0—tv-0=0

- -
u-v
l=5—
U-U

51

1 m

47

3 =2 2

1 u'=u—-u

2 R = (V)

‘X‘;i 1

- 47

Wy L B B0 > e L L B BV LN
Ze o Sl = 2 3 4 5 6
%)

5 :

Kazimierz Kuratowski -2

%
7!‘ '
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Jorgen Pedersen Gram

Es a dir, la projeccié ortogonal del vector u sobre la recta vectorial R = (U) és el vector

> o
- u-v >
u =-5—5b0.

-V

Definicié 3.32 La projecci6 ortogonal del vector u sobre el pla vectorial P = (U, , U,) és I'inic vector 1’ € P que compleix que
u” =1 — u' és perpendicular a P.

El simétric del vector u respecte a la recta vectorial R o al pla vectorial P és el vector
uw=u —-u" =21 —u,
onu =u—1u.
Com que el vector ¢’ ha de pertanyer al pla P, haura de ser de la forma
U =10, + U,
i sha de complir que
(U—-u)-0,=0 (U — (1,0, + ,0,)) -0, =0 10, - 0+ 0,0y =U- U b U - (10, + 5, 0,) =05 -
(a_a').@:o}’ (ﬁ—(t151+t252))-52=0}’ } ooe G

- - -
U - (LU + 1, 05) =0y
P —— . , .y . . , . .
ésadir,u’ = t,0; + 1,0, on t; i t, sén solucié del sistema dequacions que té forma matricial
- - - - - -
Ul'vl 01-1)2 t]. u-1)1
- - - - == - - .
01-1)2 Uz‘vz t2 U.‘Uz

Exemple 3.33 Calculem la projeccié ortogonal del vector 4 = (—1, 2, 8) sobre el pla vectorial P = ((1,1,0), (1,0, 1)).
La projeccié ortogonal és el vector &1’ = t,(1,1,0) + £,(1,0,1) on £, i ¢, sén solucié del sistema dequacions

(1,1,0)-(1,1,0) (1,1,0)-(1,0,1)\(t;\ _ ((-1,2,8)-(1,1,0) 2 1\ () _[1
((1,1,0)-(1,0,1) (1,0,1)-(1,0,1))(t2>_((—1,2,8)-(1,0,1)) - (1 2>(t2>_<7)'

-

- - - -
tlvl’vz+tzvz‘l)2=u‘vz

!

|

S



Si resolem aquest sistema mitjan¢ant la regla de Cramer, tenim que

oo 11 ‘ ‘ 2 1 ‘
BarcelonaTECH t, = 7 2 _ _é i t, = 17 _ E
ESEIAAT ! 2 1 3 2 2 1 ’
Algebra Lineal 1 2 1 2
Rafel Amer
i Pt per tant, la projecci6 ortogonal és Escena 3D

Viceng Sales

Josep Tuduri N

1 1
i = —2(1, 1,0) + ?3(1,0, 1) =3(8,-513).
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Observaci6 3.34 Si {U;, U,} és una base ortogonal de P, la projeccié ortogonal de u sobre el pla P és

= =

—),_u'vl—> u~02—>

u_—> —>v1+—> —>UZ'
Uy - g Uy Uy

Definicié 3.35 El métode d’ortogonalitzacié de Gram-Schmidt és un algoritme que, a partir d’'una base {u;, 4, } d’un pla vectorial o
{1i;, U,, U3} de V}, permet obtenir-ne una d’ortogonal.

Es basa en les propietats de la projeccié ortogonal i consisteix simplement en prendre els vectors

U =U

- - -
UZ = uz —_ u2
- - -,
U3 = U3z — U3

on 1}, és la projeccié ortogonal del vector i, sobre la recta (U;) i i} és la projecci6 ortogonal del vector 5 sobre el pla (U; , U,). Aixi, pel que
hem vist abans, tindrem que

Felix Hausdorff


https://videos.rafelamer.com/blender/transparencies3/exemple3-33.blend

U = U
- -

T 5= Uy - Uy 3
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Rafel Amer U U Uy Uy
Francesc Carreras

Julian Pfeifle N
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Josep Tur i3 e
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|
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Exemple 3.36 Calcul d’'una base ortonormal del pla vectorial P generat pels vectors (1,1,0) 1 (1,0, 1).
Per trobar-ne una dortogonal, només cal que apliquem el metode de Gram-Schmidt:

v, =(1,1,0)

A
2 L (1,0,1)- (1,1,0) 1
g, =(1,0,1) — 10 (L0 (1,1,0) = (1,0,1) — 5(1,1,0)

" 2N

1
Jacques Charles

Frangois Sturm
=(1,-1,2) = (1,-1,2).
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James Waddell
Alexander

Aleshores, {(1,1,0), (1, —1, 2)} és una base ortogonal de P i, si dividim cada vector per la seva longitud, en tindrem una dortonormal

{%(1,1,0), %(1,—1,2)} .

Observem que ara podem calcular la projeccié ortogonal de lexemple 3.33 ben facilment,
., (-1,2,8)-(1,1,0) (-1,2,8) - (1,-1,2)
~ (1,1,0)-(1,1,0) (1,-1,2)-(1,-1,2)

(1,1,0) + (1,-1,2)

1 13 1 1
=5(1,1,0) + =(1,-1,2) = =(16,-10,26) = =(8,5,13).

Producte vectorial

Escena 3D

Observem en primer lloc que, si % i U sén dos vectors linealment independents de ¥; amb components 4 = (x;, y;,21) i 0 = (x5, V5, 2), €l

pla generat per aquests vectors té equaci6 implicita

X] Xp X
n y y=0,
Z, Z, Z
ésadir, Ax + By + Cz = 0, on
A= |21 V2| Bz_'xl X2 — | %1 X2
21 2 21 Zp Y1 N2

Aleshores, tots el multiples del vector (A, B, C) sén perpendiculars a fiiav. En particular, el vector (A, B, C) sanomena producte vectorial

> . .
de uiviesrepresenta

X X X X
IxD = ( i Y2 _ X1 X2 1 X2
) Z1 221 hh M2
Si dos vectors son linealment dependents, el seu producte vectorial és el vector nul.

b 2

).
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Jacques Charles
Frangois Sturm

(N
Proposicio6 3.37 El producte vectorial de dos vectors compleix les propietats segiients:

o [l x 0|| = [|ul] ||6]] sin (i, U).

- >, q > . o
® U X U és perpendicularauiav.

o Siii0 sén linealment independents, det(l_i, U, U X 17) > 0 (regla del tornavis o de la ma dreta).

La manera habitual de calcular el producte vectorial de dos vectors u = (x1,y;,21) i U = (X5, 5, Z,) de V4 és mitjangant el determinant

Altres propietats del producte vectorial:
e UXU=—UXIU

t(u X 0) = (tu) X 0 = u X (t0).

UX (0, +0,) =uUXU +UXDU,.

||t X U]| és I'area del parallelogram determinat pels vectors u i U.

Exemple 3.38 Calculem lequacié implicita del pla de V5 generat pels vectors (2,—3,1) i (1, -2, 1).

El vector
7k
w=|2 =3 1|=(-1,-1,-1)
1 -2 1

és perpendicular al pla (o a tots els vectors del pla), per tant, l'equacié implicita del plaés x + y + z = 0.
Observem que el calcul és totalment equivalent al de I'apartat (a) lexemple 3.21.



0 vvvvvvvvOvvvvvR_—
Definicio 3.39 Dues bases B’ i B” tenen mateixa orientacio si la matriu del canvi de base d’una a l'altra té determinant positiu.
Una base B’ té orientacio positiva si té la mateixa orientacié que la base canonica.

l -
BarcelonaTECH

ESEIAAT
Algebra Lineal

Observaci6 3.40 Siu i U sén dos vectors linealment independents de 14, els vectors

Rafel Amer

Francesc Carreras 5 o5 o .
Julian Pfeifle { }
Viceng Sales u,v,u Xv
Josep Tuduri

R v formen una base amb orientaci6 positiva.
agina 69 de 205
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4 Geometria al pla i a lespai

l .
En aquest capitol considerarem que el pla i lespai estan formats per punts i vectors i els elements geometrics que estudiarem son les rectes, els

BarcelonaTECH
TESEAAT plans, les coniques i les quadriques, caracteritzats per la propietat segiient: fixats uns eixos de coordenades, queden definits per equacions de
Algebra Lineal primer o segon grau.
Rfel Amer Representarem per P, el conjunt de tots els punts del pla i per B el conjunt de tots els punts de lespai. Com en el capitol anterior V5 i 15 seran
Franc_esc Ca_rreras . ) , i
Vicant Sles els conjunts de vectors del pla i de lespai.

Josep Tuduri

_fagnarodes Observacio 4.1 Les relacions basiques entre punts i vectors sén:

e Donats dos punts p,q € P (P = B, o P = B), existeix un unic vector & € V (V = 1 0 V = 14) que els uneix. El representarem per
U = pq i direm que esta situat amb origen en el punt p i extrem en el punt q.

e Donats tres punts p,q,r € P, es compleix que
pr = pq+qr
e Donats un punt p € Piun vector i € V, existeix un tinic punt q € P tal que # = pq. El representarem per ¢ = p + 1 i en direm extrem
del vector 1 quan el seu origen esta en el punt p.

Sistemes de referéencia

En primer lloc, anem a posar nom al concepte eixos de coordenades del pla o de lespai

(0 —
Definici6 4.2 Un sistema de referencia o simplement referencia del pla o de lespai és un sistema format per un punt o € P, anomenat
origen de la referéncia i una base de V.

Aixi, les referencies del pla i les de lespai son de la forma

- > o5 o
Joseph Diez Gergonne R = {o; up, uz} 0 R = {o; Uy, Uy, u3}
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Vito Volterra

Donat qualsevol punt del pla o de Iespai p € P, el vector 0p s'anomena vector de posicié del punt p en la referéncia R i les components
d’aquest vector en la base B = {ui;,1,}, en el cas del pla, 0 B = {ui;, U, U5} en el cas de lespai son les coordenades del punt p en la referéncia
R.

Aixi, siop = (X1, ;)5 = X;Uy + WU, (0 0p = (X1, V1, 2,)5 = X Uy + VU, + Z,Us), direm que p té coordenades (x;,y;) (o (x;,¥;,2;)) enla
referéncia R i escriurem

p=(5Y)x obé  p=(x,y,2)%-

Dara en endavant suposarem que al pla B, hem fixat una referéncia amb origen en un punt o € B i que té com a base la base canonica

- 1 . \ * . 14 14 1 .
B. = {1, J}. Lanomenarem referéncia canonica de B,.. De manera semblant, a l'espai B, també suposarem que hem fixat també la referéncia
canonica. Les representarem per

Re={0T]7} i R.={oL]k}.

1 . . 1 . \ . . \ . =l =l
En el grafic segiient veiem les coordenades d’'un punt p en la referéncia canonica i en una referéncia R’ = {0’; u;, u,}.

P=(xy) ="y “
A
»
IN 6]
X \¢ -
59 4 !
» v
4 el
or I~ ~
34 ‘ ~
2 I r

00"
(N




\ . . — . \ .
@ Observem que, en el grafic anterior, tenim les components dels vectors 0o’ i op en la base canonica
l -

00’ = (xg30) 1 0B=(x)
00" = (x i op = (x
BarcelonaTECH 0> yO D %
- st - o
ESEIAAT aixi com les components del vector o’ p en la base B’ = {u;, u,},
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_Pegnarzde20s Observem que, a més, es compleix que
N — —_—
op=00+0p
i aquesta igualtat és la base de les expressions i les equacions dels canvi de coordenades. Escena 3D Escena 3D

Proposicié 4.3 Donada una referéncia R = {0;Uy, U, U3}, es compleixen les propietats segiients:
e Sip,q € B, tenen coordenades p = (X, y1,21)% i @ = (X5, V5, Z5) % en la referéncia R, aleshores el vector pq té components

ﬁl = (X =X, )2 = V1,22 — Z1)3

en la base B = {u,, U, U3}
o Sip=(x;,),21)z iU =(ab,c)g, aleshores
q= p+ﬁ=(x1+a,y1+b,zl+c)gg.

o El punt mitja del segment pq, on p = (X1, Y1, 21)z i q = (X3, 2, Z5) > és el punt de coordenades
M= (xl +x2,y1 +J’2’ Z +Zz> .
2 2 2 R
o El baricentre del triangle pqr, on p = (X1, Y1, Z1) %> @ = (X2, V2, Z2) g i ¥ = (X3, Y3, 23) %, €s el punt de coordenades
B— (x1+x2+x3 Nty +y zl+zz+z3)
3 ’ 3 ’ 3 R

Lennart Axel Edvard
Carleson



https://videos.rafelamer.com/blender/transparencies4/exemple4-1.blend
https://videos.rafelamer.com/blender/transparencies4/exemple4-2.blend

Observem que les propietats equivalents per a dimensid 2 sén completament analogues, només cal treure les terceres coordenades dels
punts i les terceres components dels vectors.

BarcelonaTECH

ESEIAAT
Algebra Lineal

Expressio i equacions del canvi de coordenades

Rafel Amer

. . .. > > 7 e e S . . .
a2 Considerem la referéncia canonica R, = {0;1, J, k} o una referéncia inicial R = {0;e;, €5, e;}. A partir daquesta definim una nova referéncia

Julian Pfeifle
Viceng Sales
Josep Tuduri
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on
— -
e 0’ té coordenades 0’ = (X, Vo, Zg)% €n la referéncia inicial, és a dir 00’ = (xg, Yo, Zo)5 (B, = {I, J,k} 0 B = {€], €, €3} és la base inicial).
e Elvector u; té components ii; = (ai, al, al) en la base inicial.
o Elvector u, té components U, = (a?, a3, a%) 3 en la base inicial.

e El vector ii; té components u; = (a3, a3, a3) 3 en la base inicial.

Aleshores, si p és un punt genéric que té coordenades p = (X, ), z) % en la referéncia inicial i coordenades p = (x',)’,z")» en la referéncia
R', la igualtat vectorial

0p =00 +0'p (4.1)
dona lloc a lexpressié del canvi de coordenades

Teorema 4.4 Expressio i equacions del canvi de coordenades de la referéncia R’ a la referéncia R.

— 1.,/ 24, 3,7

x % aj a3 a3\ [x X=Xo+a1x +ayy +ay2

— 1 2 3 ’ 2 — 1.7 2.,/ 37

Eliakim Hastings Moore z ) a% a% ag z! z=1zy+ a%xl + a%yl + agzr




Exemple 4.5 Partint de la referéncia canonica de B, considerem la nova referéncia
7 R ={(-2,3); (1,2),(—1,1)}.

BarcelonaTECH Donat el punt p = (5, 8), és a dir, de coordenades (5, 8) en la referéncia canonica, anem a trobar les seves coordenades en la referéncia R'.

ESEIAAT D’acord amb la igualtat 4.1, sha de complir que
Algebra Lineal

. Rafel/é:mer (5’ 8) = (_2’ 3) + x,(]-’ 2) + y,(_l’ 1)

\J/lijc”eagng‘;ilgi (7’ 5) = x,(la 2) + y,(_ls 1)
Josep Tuduri
R —— Igualant terme a terme, tenim el sistema dequacions
X' -y =7
2x'+y =5)"
que podem resoldre mitjancant la regla de Cramer
7 -1 1 7
. 5 1 2 5
1 -1 =T
2 1 2 1

és a dir, les coordenades del punt p en la referéncia R’ son (4, —3) 4 i escriurem
p= (5,8) = (4, —3)5{/ .

D’altra banda, lexpressio i les equacions del canvi de coordenades de R’ a la referéncia canonica son, respectivament

- x\ _ (-2 1 —-1\(x , X==2+x"-y
GO 0) ]

En aquest cas, obtenir lexpressié del canvi de coordenades de la referéncia canonica a la referéncia R’ requereix uns quants calculs a més de

trobar una inversa. En primer lloc tenim que

()20
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Charles Babbage

i, passant la inversa de la matriu a l'altra costat de la igualtat, resulta que

()G ) ()0
=i (=) C)]=3(5) (2 2)0)

Per tant, lexpressio i les equacions del canvi de coordenades de la referéncia canonica a la referéncia R’ son, respectivament

, _ —l+x+y
X\ _1(-1) 11 1) (x , Y =—=
y)T3\=7)7 3\ 2 1 \y) T _-7T-2x+y
=73

v
Definicio 4.6 Direm que una referéncia és rectangular o euclidiana si els seus vectors formen una base ortonormal de V; o V4. J

En els apartats segiients farem servir sempre la referéncia canonica de P, i B, encara que la majoria de resultats son valids en qualsevol
referencia. Quan hagim de distingir si la referéncia utilitzada és rectangular o no, ho farem explicitament.

Rectes afins

Definici6 4.7 Donats un punt p, € P i un vector u € V del pla o de l'espai, anomenarem recta afi que passa pel punt p, i té vector
director 1 al conjunt de punts de la forma

R={p€eP talsque p=py,+tu teR}.

En aquest cas, podem parlar de punts de la recta i de vectors continguts a la recta (tots els multiples de ).
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Equacions de la recta en dimensio 2

Si pg = (xg,Yo) it = (a, b), les possibles equacions de la recta del pla que passa per py i té vector director U sén

e Equacié vectorial: (x,y) = (x9,¥o) + t(a, b).
e Equacions parametriques:

X =Xxy+at

y=Y,+bt
e Equacié continua:

X=X _ Y=Y
a b

o Equacié implicita:

X—Xy a
Y=Y b

Richard Phillips
Feynman

=0 que es transforma en Ax+ By =C.
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Alan Baker

4

En general, les solucions de qualsevol equaci6 de primer grau Ax + By = C formen una recta amb vector director # = (—B, A). Només si la
referéncia utilitzada és rectangular podem assegurar que el vector U = (4, B) és perpendicular a la recta.

Si la referencia és rectangularia # 0i B # 0, el pendent de la recta R és
b A

~a B
ila seva equacié també es pot escriure y —y, = m(x — x). Sia = 0 0 B = 0, tindrem una recta vertical o parallela a l'eix de les y.

Al grific segiient hi podem veure una referéncia R’ = {0; €}, €,} no rectangular, la recta dequacié x’ — 2y’ + 4 = 0 en aquesta referéncia i els
vectors i = (2,1)5 i 0 = (1,—2)5, on B’ = {¢],¢,}.

Observem que el vector i = (2,1)5 és un vector director de la recta, mentre que el vector U = (1, —2)z no és perpendicular a la recta.
D’altra banda, és immediat que si tenim la recta dequacié x — 2y + 4 = 0 en la referéncia canonica, el vector & = (2, 1) és un vector director
de la recta i el vector U = (1, —2) és perpendicular a la recta.

R ={0;€,6}
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Francesco Brioschi

Equacions de la recta en dimensio 3
Si py = (Xg, Yo, Zo) i U = (a, b, ¢), les possibles equacions de la recta R de lespai que passa per p i té vector director u sén
o Equacid vectorial: (x,y,z) = (Xg, Yo, Z0) + t(a, b, c).

e Equacions parametriques:

X =Xxy+at
Yy =Y, + bt
Z=Z0+ct

Equacio continua:

a b ¢
Equacions implicites: si imposem que el rang de la matriu

a x-—Xxg
b y—
cC z-—2

sigui 1, obtindrem un sistema dequacions de la forma

A x+B,y+C,z=D

1 1Y 1 1 (4.2)
Azx + Bzy + sz = D2

on (X, Y, z) representa un punt qualsevol de la recta.

De fet, qualsevol sistema dequacions lineal amb rang 2, representa una recta, que es pot interpretar com a interseccio de dos plans. Les
solucions del sistema 4.2 son els punts de la recta R, mentre que les solucions no nulles del sistema

AIX +B1y + C1Z = O
Azx + B2y + sz =0
soOn els vectors directors de la recta.

Només si la referéncia és rectangular, els vectors W, = (A, B;, C;) i W, = (4,, B,, C,) s6n perpendiculars a la recta, és a dir, als seus vectors
directors.
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Julius Plicker

Exemple 4.8 Donada la recta R definida per les equacions implicites
3x+y+2z=6
x+y+z=4}
calculem la seva equacid continua.

El que farem sera resoldre aquest sistema dequacions per trobar les equacions parametriques de la recta i, a partir d’aquestes, podrem
escriure la continua,

(3126) N(3126>
1 114 Fym3Fy—F, 02 1|6
De la matriu triangulada tenim que
xX==-2+t
3x+y+2z=6} 3x+y+2(6—2y)=6} x=—2+y} .
; ; ; y= ;
2y+z=6 z=6-2 z=6-—2
Y Y Y zZ=6-—2t
per tant, la recta passa pel punt p, = (—2,0, 6) i té vector director # = (1,1, —2). La seva equacié continua és Escena 3D
x+2 'y z-6 6—z

o bé xX+2=y=

1 1 =2 2

Plans afins

Definici6 4.9 Donats un punt p, € B i dos vectors i, U, € ; linealment independents, anomenarem pla afi que passa pel punt p,, i
té vectors directors 1, i U, al conjunt de punts de la forma

P = {p (S I)3 tals que p - pO + tlﬁl + tzﬁz tl,tz (S R}

Com en cas de les rectes, podem parlar de punts del pla i de vectors continguts al pla (totes les combinacions lineals de #, i i,).


https://videos.rafelamer.com/blender/transparencies3/exemple4-8.blend

Equacions del pla

Barcelona TECH Si po = (X0, Yo Z0)s U; = (ay,by,¢1) i1, = (ay, by, c,), les possibles equacions del pla R de Iespai que passa per p, i té vectors directors u; i
ESEIAAT i, son

Algebra Lineal ., ]
B — o Equacio vectorial: (x,y,z) = (Xg, Yo, Zo) + t;(ay, by, ;) + t5(ay, by, ¢5).

Rafel Amer

Francesc Carreras
Julian Pfeifl 7 5 7 .
Vicanc Salse e Equacions parametriques:
Josep Tuduri

X = xO + altl + aztz
Y =Yo+Dbity + byt
zZ = ZO + Cltl + Cztz
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e Equacié implicita:
a, a, X—Xx
by b, y—y,|=0 que es transforma en Ax+By+Cz=D
c, ¢ Z—2z
on
by b,
G &

a; a
ST )

a a;

LS b

A= =—

i(x,y,z) representa un punt qualsevol del pla.

@ En general, tota equacié de primer grau de la forma Ax + By + Cz = D defineix un pla afi a lespai i dues solucions linealment independents
de l'equacié Ax + By + Cz = 0 seran sempre vectors directors del pla. Ara bé, només si la referencia utilitzada és rectangular podem
assegurar que el vector W = (4, B, C) és perpendicular al pla.

Anomenarem vector associat al pla P a qualsevol vector no nul de V5 que sigui perpendicular a tots els vectors continguts al pla. En particular,
si i, i1, son vectors directors del pla P, el vector

Girolamo Cardano

- - -
w = ul X uz
és un vector associat a P.
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Alexandre Grothendieck

4

Si la referéncia utilitzada és rectangular i el vector w = (4, B, C) és un vector associat (perpendicular) al pla P, la seva equaci6 sera de la
forma
Ax+By+Cz=D,

on D queda determinat si coneixem un punt de pas del pla.

Exemple 4.10 Calculem lequacié del pla P que passa pels punts

p=(@1,21), q=1(2,1,5) i r=(-1,0,3).
Es evident que aquest pla passa pel punt p = (1,2, 1) i té vectors directors #i; = pq = (1,—1,4)iu, = pr = (=2,-2,2) ~ (1,1,-1).
Per tant, la seva equaci6 implicita és

1 1 x-1
-1 1 y-2|=0
4 -1 z-1

i, si desenvolupem aquest determinant per la tercera columna, tindrem que
—3x-1)+5(y—-2)+2(z—1)=0
—3x+5y+2z=9
és a dir, lequacio implicita del pla és (hem canviat els signes),
3x =5y —2z=-9.

Com que la referéncia utilitzada és la canonica, el vector w = (3, —5, —2) és un vector associat al pla. Escena 3D

Posicié relativa de dues rectes en dimensié 2

Respecte a la posici6 relativa de les rectes R, que passa pel punt p, € B i té vector director u#; € ;i R, que passa pel punt q, € B, i té
vector director i, € V5, podem afirmar el segiient:

4 . . Pl > . 4 .
o Les rectes son coincidents si Uy, U, i pyqq s6n proporcionals.

7 . . . P A d 7 . N T 7 . .
o Les rectes son paralleles estrictes (no coincidents) si u; i u, sdn proporcionals, perd p,q, no és proporcional als anteriors.


https://videos.rafelamer.com/blender/transparencies4/exemple4-10.blend
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Lazare Nicolas Carnot

7 P A d 7 .
o Les rectes son secants si U i U, no sén proporcionals.
e Si tenim el sistema de dues equacions amb dues incognites format per les equacions de les dues rectes, tindrem que les rectes sén
coincidents, paralleles estrictes o secants si el sistema és compatible indeterminat, incompatible o compatible determinat.
Langle format per les dues rectes és I'angle format pels seus vectors directors. En particular, les rectes son perpendiculars si ho son els vectors
directors.
Posicio relativa de dues rectes en dimensio 3

Com abans, considerem les rectes R, que passa pel punt p, € B, i té vector director i, € V; i R, que passa pel punt q, € B, i té vector
director u, € V;. Aleshores,

7 . . P > 7 .
o Les rectes son coincidents si Uy, U, i pyqq sOn proporcionals.
7 . . . . . 7 . N T e . .
o Les rectes son paralleles estrictes (no coincidents) si u; i U, sén proporcionals, perd p,q, no és proporcional als anteriors.
7 P 4 7 . . T 4 . o7 1 . A .
o Les rectes son secants si u; i U, no sén proporcionals i pyq, és combinacid lineal dels anteriors, és a dir,
- 5 —>
det(uiy, Uy, Poqo) = 0.
5 e A 7 . . T I3 . 7 1 . 4 .
o Les rectes sencreuen si U; i U, no soén proporcionals i pyq, no és combinacio lineal dels anteriors, és a dir,

det(il;, Uy, Poqo) # 0.

Langle format per les dues rectes és I'angle format pels seus vectors directors. En particular, les rectes son perpendiculars si ho son els vectors
directors.

Si tenim el sistema de quatre equacions amb tres incognites format per les equacions implicites de les dues rectes i 7 i ¥’ son els rangs de les
matrius dels coeficients de les incognites i de la matriu ampliada d’aquest sistema, tindrem que:
o Sir =r" =3, les rectes son secants.
e Sir =r' = 2,les rectes sén coincidents.
o Sir=21ir" = 3, les rectes son paralles estrictes.
e Sir=3ir" =4,lesrectes sencreuen.
Escena 3D


https://videos.rafelamer.com/blender/transparencies4/posicions-relatives-rectes.blend
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Posicio relativa d’una recta i un pla en dimensié 3

Considerem ara la recta R que passa pel punt p, € B, i té vector director i € 15 i el pla P que passa pel punt q, € B, i té vectors directors
Uy, U, € 4. Aleshores,
e Si els vectors U;, U, i 1 s6n linealment independents, és a dir, det(0;, U,, 1) # 0, la recta i el pla sén secants.
e Si els vectors U;, U, i Ui s6n linealment dependents, és a dir, det(0;, U,, i) = 0 i el punt p, no pertany al pla (det(0;, U, qoPo) # 0) la
recta i el pla son parallels estrictes.
e Si els vectors Uj, U, i U sén linealment dependents, és a dir, det(0,, U,, i) = 0 i el punt p, pertany al pla (det(0;, U, qopo) = 0) la recta
esta continguda en el pla.

Langle format per la recta i el pla és I'angle complementari al format pel vector director de la recta i el vector associat al pla. En particular, la
recta és perpendicular al pla si aquests dos vectors s6n proporcionals.

Si tenim el sistema de tres equacions amb tres incognites format per les equacions implicites de la recta i lequacié implicita de plairir’ sén
els rangs de les matrius dels coeficients de les incognites i de la matriu ampliada d’aquest sistema, tindrem que:

o Sir=r"=3,larectaiel plasén secants.

o Sir =r" =2,larecta esta continguda en el pla.

o Sir=2ir" = 3,larectaiel plason parallels estrictes.

Escena 3D

Posicio relativa de dos plans en dimensié 3
Donat el sistema de dues equacions amb tres incognites format per les equacions implicites dels dos plans, siguin r i r’ els rangs de les
matrius dels coeficients de les incognites i de la matriu ampliada d’aquest sistema, aleshores,

o Sir =r" =2, els dos plans son secants i la seva interseccid és una recta.

o Sir =1ir" =2, els dos plans sén parallels estrictes

o Sir=1ir" =1, els dos plans son coincidents.

Langle format pels dos plans és 'angle format pels seus vectors associats. En particular, els dos plans son perpendiculars si ho son els vectors
associats. Escena 3D


https://videos.rafelamer.com/blender/transparencies4/posicions-relatives-recta-pla.blend
https://videos.rafelamer.com/blender/transparencies4/posicions-relatives-dos-plans.blend
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Frangois Viete

Posicio relativa de tres plans en dimensié 3

Finalment, considerem el sistema de tres equacions amb tres incognites format per les equacions implicites dels tres plans i siguin r i r’ els
rangs de les matrius dels coeficients de les incognites i de la matriu ampliada d’aquest sistema, aleshores,

o Sir =r" = 3, els tres plans sén secants en un punt.
e Sir =r' =2, tenim dues opcions:
= Els tres possibles sistemes de dues equacions amb tres incognites que podem formar tenen rang 2, aleshores, els tres plans son secants
en una recta. En aquest cas, direm que formen part d’un feix de plans.

= Hi ha exactament un parell de plans de manera que el sistema de dues equacions amb tres incognites format per les seves equacions
té rang 1, aleshores, hi ha dos plans coincidents i l’altre és secant a aquests.

o Sir=r" =1, els tres plans son coincidents.

Sir =1ir" =2, també tenim dues opcions:
s Tres plans parallels estrictes si els tres possibles sistemes de dues equacions amb tres incognites que podem formar sén incompatibles.

= Dos plan coincidents i el tercer parallel estricte als primers si exactament un dels possibles sistemes de dues equacions amb tres
incognites que podem formar és compatible indeterminat.

Sir =2ir" = 3, tornem a tenir dues opcions:

= Els plans es tallen dos a dos en rectes paralleles i diferents si els tres possibles sistemes de dues equacions amb tres incognites que
podem formar sén compatibles. En aquest cas, direm que els tres plans formen un prisma.

» Dos plans parallels estrictes i laltre pla secant amb els dos primers, si exactament un dels tres possibles sistemes de dues equacions
amb tres incognites que podem formar és incompatible.

Escena 3D

Observacid 4.11 Per estudiar la posicio relativa de tres plans es imprescindible saber distingir a simple vista si un sistema de dues equacions
amb tres incognites és incompatible, compatible indeterminat amb un grau de llibertat o compatible indeterminat amb dos graus de llibertat.


https://videos.rafelamer.com/blender/transparencies4/posicions-relatives-tres-plans.blend

Exemple 4.12 Estudiem la posici6 relativa de la recta

oe x+3y—-2z=11
BarcelonaTECH —2x+ Y +3z2=-6

‘ ESEW_*T iel pladequacié 5x +y —z =09.

—A'g:bfri"'"ea' Es pot fer de diferents maneres, per exemple, estudiant el sistema de tres equacions amb tres incognites format per les equacions implicites
Francesc Carreras de la recta 1 el pla,

Julian Pfeifle
Viceng Sales

ouar o x+3y—2z=11
_Pagina 850205 —2X+y+3z=—6
5x+y—z=9
Si triangulem la matriu corresponent tindrem que
1 3 =211 1 3 =2 11 1 3 =2 11
-2 1 3|-6 ~|0 7 —1| 16 ~10 7 —-1| 16 ],
51 -1 9 ?ﬁ:?ﬁf??} 0 —14 9| -—46 FymF342F, 0o0 7 -14
don resulta que
x+3y—2z=11 x+3(2)—2(=2) =11 x=1
Ty—(=2)=16 ¢; y=2 ; y=2
z=-=2 z=-=2 z==2

Per tant, la recta i el pla es tallen en el punt (1, 2, —2).

A més el vector associat al pla és W = (5,1, —1) i el vector director de la recta
7R
1 3 -2|=01117);
Peter David Lax _2 1 3



l -
BarcelonaTECH
ESEIAAT

Algebra Lineal

Rafel Amer
Francesc Carreras
Julian Pfeifle
Viceng Sales
Josep Tuduri

Pagina 86 de 205

Gilles Personne de
Roberval

com que els vectors 4 = (11,1,7) i W = (5,1, —1) no sén proporcionals, la recta no és perpendicular al pla. Finalment, 'angle entre aquests

dos vectors és 3, on
u-w 49 49

ol yi7vz7 - 9vs7

Per tant, la recta i el pla formen un angle de a = 90° — § = 46.1482°.

cosf = i B ~ 43.8518°.

Exemple 4.13 Veiem ara quina és la posicio relativa de les rectes

x+1 . 2x+y—z=1
1 - =y-—- 3=2-—2z 1 Rz . .
2 X—y+3z=-2
El sistema de quatre equacions amb tres incognites format per les equacions implicites de les dues rectes és
x—=2y=-7
y+z=5
2x+y—z=1

X—y+3z=-2

i en triangular la matriu corresponent, tenim que

1 =2 0/|-7 1 -2 0|5
0 1 1 5 o 1 1] 5 N
2 1 -1] 1 10 5 -1 15 -
1 =1 3|-2)p~F;—2F, \O 1 3| 5)/F;~F;-5F,
Fy~F,—F; Fy~F,—F,
1 -2 0 -5 1 =2 0 =5
0 1 1 5 o 1 1 5
0 0 —6/|-10 —lo0 -6 —10 |’
0 0 2/ 0), sp,p \O 0 0]/-10

és a dir, els rangs de la matriu del coeficients de les incognites i de la matriu ampliada sén r = 3ir’ = 4 iles rectes sencreuen.

Escena 3D


https://videos.rafelamer.com/blender/transparencies4/exemple4-12.blend
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George Boole

D’altra banda, 'angle format per aquestes rectes és 'angle format pels seus vectors directors. El vector director de la recta Ry u = (2,1,—1) i
el de R,,

T 7k
v=12 1 -1|=(2,-7,-3).
1 -1 3

Evidentment, el seu producte escalar és u-v=(02,1,-1)-(2,-7,-3) =0, per tant, les dues rectes sencreuen i son perpendiculars.

Exemple 4.14 Com a ultim exemple de posicions relatives, estudiem la dels tres plans dequacions
2x+y+3z=2, x—=3y+z=4 i 5x — 8y + 6z = —40.
El sistema format per aquestes tres equacions és
2x+y+3z=2
x—=3y+z=4 ,
5x — 8y + 62 = —40
triangulem, doncs, la seva matriu.

2 13| 2 2 1 3| 2 2 1 3 2
1 -3 1 4 ~lo -7 -1 6 ~lo -7 -1 6
5 8 6 =40/ pyor,ry, \O =21 =3[=90/_ . . \0 0 0]-108

3~2F3—5F,
Els rangs del sistema son r = 211’ = 3, és a dir, el sistema és incompatible. Com que els tres possibles sistemes de dues equacions formats
per les equacions de dos dels plans (1r.i 2n., 1r. i 3r. i 2n. i 3r.), sén compatibles indeterminats amb un grau de llibertat, els tres plans formen
un prisma.
Els vectors directors de les rectes interseccid de cada parell de plans son

T 7k T 7k T 7k
u, =12 1 3/=(00,1,-7), u, =12 1 3|/=(30,3,-21) i u;=|1 -3 1|=(-10,-1,7),
1 -3 1 5 -8 6 5 -8 6

fet que confirma que el plans es tallen en tres rectes paralleles. Escena 3D


https://videos.rafelamer.com/blender/transparencies4/exemple4-14.blend
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Alonzo Church

Els vectors associats als plans sén w; = (2,1, 3), w0, = (1,—3,1) i w; = (5,8, 6), i el angles que formen entre ells s6n,

Wy - W, 2 24/154

cosay = —A 2 o = ~ 0.161165; oy ~ 80.725500°
llwy [ wall /14411 77
0; - W 20 24/70
cosory = —A W = ~ 0.478091; o, = 61.439175°
[fwy [ Twsll 4/144/125 35
0, - W 35 7455
cosay = —2 13— ~ 0.943880; oty ~ 19.286325°

G151l 11125 33
Feixos de plans

0 vvvvvvvv_—
Definicié 4.15 Donada una recta R, sanomena feix de plans que contenen la recta R al conjunt de tots els plans que la contenen. J

Si les equacions implicites de la recta R son
A1 x+By+Ciz=D
A2x+Bzy+C2z=D2} ’
lequacid de qualsevol pla que les conté és de la forma
a(A;x+Byy+ Cyz—Dy)+ pA,x+By+Cyz—D,) =0 amb a,BeR.

Aquesta equaci6 és I'equacio del feix de plans que contenen la recta R. Escena 3D

Exemple 4.16 Busquem lequacio del pla que passa pel punt p = (3,1, 1) i conté la recta dequacions
xX+y+2z=0
—3x+y+z=1 } '
Com que hem de trobar l'equacié d’'un pla que conté una recta, escrivim lequacid del feix de plans corresponent

alx+y+22)+pB(-3x+y+z—-1)=0.


https://videos.rafelamer.com/blender/transparencies4/feix-de-plans.blend

Déentre tots aquests plans, hem de determinar el que passa pel punt p = (3,1, 1). Substituint aquests valors de X, y i z a llequacio del feix, ens

e queda
BarcelonaTECH bc — 86 =0.
ESEIAAT Una possible soluci6 és a = 4 i 8 = 3, don resulta que lequacio del pla sera
A'Q:ri'-i"ea' Ax+y+2z)+3(-3x+y+z—-1)=0, és a dir, 5x =7y —11z = -3.
e ion Poile - C o
Viceng Sales Projeccions ortogonals i simétrics

Josep Tuduri
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Definici6 4.17 La projecci6 ortogonal d’'un punt p € P, sobre una recta R és el punt d’interseccié entre la recta R i la recta
perpendicular a R que passa per p.

John von Neumann
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Evangelista Torricelli

(0 vNA_—
Definicid 4.18 La projeccio ortogonal d’un punt p € B, sobre un pla P és el punt d’interseccid entre el pla P i la recta perpendicular
al pla que passa per p.
La projeccié ortogonal d’un punt p € B sobre una recta R és el punt d’interseccié entre la recta R i el pla perpendicular a la recta
que passa per p.

Si p’ és la projeccid ortogonal del punt p sobre una recta o un pla, anomenarem simetric de p respecte a la recta o al pla al punt p* que
compleix que p’ és el punt mitja del segment que uneix els punts p i p*.
Es immediat comprovar que

p*=p+2pp =p+2(p —p)=2p —p.

Exemple 4.19 Calculeu la projecci6 ortogonal i el simétric del punt p = (3, 6, 5) respecte al pla dequacié
X+2y+3z=2.

El vector associat al pla és w = (1,2, 3); per tant, lequacié vectorial i les equacions parameétriques de la recta perpendicular al pla que passa
pel punt p(3,6,5) son

xX=3+t
(x,y,z) =(3,6,5) + t(1,2,3) i y=6+2t
z=5+4+73t

Per calcular la interseccié d’aquesta recta i el pla, només cal substituir,
3+t+2(6+2t)+3(5+3t)=2
34+t+124+4t+154+9t =2
14t = —28
t=-2.



BarcelonaTECH

ESEIAAT

Algebra Lineal

Rafel Amer
Francesc Carreras
Julian Pfeifle
Viceng Sales
Josep Tuduri

Pagina 91 de 205

Albert Einstein

Per tant, la projeccié ortogonal del punt p sobre el pla és
p =(3,6,5 —2(1,2,3) = (1,2,—1).

Finalment, el simétric del punt p respecte al pla és Escena 3D
p*=2p —p=2(1,2,-1)—(3,6,5) = (=1, -2, —7).

Distancia entre dos punts

Definicié 4.20 La distancia entre dos punts p i q del pla o de lespai és la longitud del vector que els uneix,

d(p,q) =l pqll-

Sip=(xg,Y)iq=(x1,y;)s6n dos punts del pla i la referéncia utilitzada és rectangular, tindrem que
d(p, q) = V(x; — x0)? + (0 = o).
De manera semblant, si p = (X, Vo, 209) 1 ¢ = (X1, Y1, 2;) sOn dos punts del pla i la referéncia utilitzada és rectangular, tindrem que

d(p, @) =V (x; — x0)? + (1 — ¥o)? + (21 — 2)?.

Distancia d’un punt a una recta en dimensio 2

La distancia d’'un punt p a una recta R del pla és la distancia entre el punt p i la seva projeccio ortogonal sobre la recta. Si la referéncia
utilitzada és rectangular, p = (X, ;) i lequacid de la recta és Ax + By + C = 0, tindrem que

|Axq + By, + C|
d(p,R) = —2 0 .

VA? + B?
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¢

Michel Chasles

Distancia d’un punt a una recta en dimensio 3

La distancia d’'un punt p a una recta R de lespai és la distancia entre el punt p i la seva projecci6 ortogonal sobre la recta.

Si la recta R passa pel punt p,, i té vector director i, tindrem que
d(p,R)

_ b x il

e |

Distancia d’un punt a un pla

La distancia d’'un punt p a un pla P de lespai és la distancia entre el punt p i la seva projeccié ortogonal sobre el pla. Si el pla P passa pel
punt p,, té vectors directors 1 i U i vector associat W, tindrem que

poD - (U XU poD - W
d(p.p) = [PoP- EX D) _ [Pop - B]
lux vl lwl
Si la referéncia utilitzada és rectangular, p = (X, Yo, Zo) 1 lequacié del pla és Ax + By + Cz + D = 0, tindrem que
Axg+ By, +Czy+ D
d(p,P) = [AXxo + By 0 | .

VA% +B% 4+ C?

A Texemple 4.19, haviem calculat la projecci6 ortogonal del punt p = (3,6, 5) sobre el pla dequaci6 x + 2y + 3z = 2 i haviem obtingut que
p' = (1,2,—1). Aleshores,

d(p,P) =d(p,p) = | pp' || = VA =3 + 2= 6)> + (-1 — 57 = /56 = 2y/14.
També podem calcular la distancia amb la férmula que acabem de veure,
3+2-64+3-5—-2| 28 2814
=—-= =2v/14.
12 422 4 32 Via 14

d(p,P) =




Distancia entre dues rectes de l'espai que sencreuen

Barcelona TECH La distancia entre dues rectes R i R’ de l'espai que sencreuen és la distancia des d’'un punt qualsevol de la primera recta al pla P que conté la
- . 7 . . 7 . = . . 7 . - .
ESEIAAT recta R' i és parallel a R. Si R passa pel punt p, i té vector director u i R’ passa pel punt q, i té vector director v, tindrem que
Algebra Lineal |ﬂ> (‘ljt) v 6)|
T e 090 °
Frar?cif(l:/-(\)rgfr:eras d(R’ R,) = - - °
Julian Pfeifle || uxbvo ”
Viceng Sales
Josep Tuduri
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Exemple 4.21 Siguin R la recta que passa pel punt p, = (14, —5,—5) i té vector director i = (0,1,—1) i R’ la recta que passa pel punt
qo = (=6, 3,3) i té vector director v=(1,2, 1). Calculem la distancia entre elles i la recta perpendicular comuna que les talla.

Q

ALEXANDRINI

Diophantus of
Alexandria



En primer lloc, tenim que,

UP T 7 k
BarcelonaTECH I’_Z X 8 =101 —-1|= (3’ _1’ _1) i m = (_203 8, 8) .
ESEIAAT 12 1
Algebra Lineal Per tant, la distancia entre les dues rectes és
Rafel Amer
4Ry < (2088 G-L-DI _ 76 _ 76\/11
Josep Toduri )= 13, =1, =1)| - \/ﬁ - 11
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Tal com podem veure al grafic anterior, la perpendicular comuna que talla aquestes dues rectes es pot obtenir com a interseccio6 dels plans P
i Q, on P és el pla que passa pel punt py i té vectors directors i1 X Ui Q és el pla que passa pel punt qq i té vectors directors Ui 1 X U.

Aleshores,
0 3 x—14
P: 1 -1 y+5|=-2x—-3y—3z-2=0
-1 -1 z+45
1 3 x+6
Q: 12 -1 y=-3|=—x+4+4y—-7z+3=0.
1 -1 z-3

Per tant, les equacions implicites de la recta perpendicular comuna a Ri R’ que les talla és
2x+3y+3z=-2
x—4y+7z=3 } '
Escena 3D

7.
i // [ o 1 o .
o [!ﬁ Distancia entre rectes i plans paral‘lels

Lovész LaszIé

La distancia entre dues rectes o dos plans parallels és la distancia d'un punt qualsevol del primer al segon. La distancia entre una recta i un
pla parallels a l'espai és la distancia entre un punt qualsevol de la recta al pla.


https://videos.rafelamer.com/blender/transparencies4/exemple4-21.blend

Arees i volums

BarcelonaTECH . , . 5 . \ . ,
_— Larea d’un triangle a lespai amb vertexs p, qir és
ESEIAAT )
Algebra Lineal — "N T
Algebra Lineal AT (p,q.1)) = 5l pg < pr-
Rafel Amer
F Ci . \ . \ . . . 1. , .
'a\J'/’_uﬁie;ﬁ psfaeiﬁi'as Si hem de calcular I'area d’un triangle al pla amb veértexs p, q i r, podem afegir una tercera coordenada nulla i utilitzar la férmula anterior.
iceng Sales

Josep Tuduri
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El volum d’un parallelepipede a lespai determinat pels veértexs p, q, ris és
V(P(p.q.r.5)) = |ps - (pq X pF)|.

El volum d’un tetraedre a lespai determinat pels vertexs p, q, r i s és

1 — — —
V(T (p.q.1,5)) = £|ps - (pq x pr)|.-

Circumferéncia, el'lipse, hipérbola i parabola

v
Definicio 4.22 Una circumferencia de centre en el punt p, = (X, ),) i radi r és el lloc geometric dels punts del pla B tals que

d(pv pO) =r.

Paul Joseph Cohen




Si la referencia utilitzada és rectangular, la seva equacio és

UPR (x =X +(y—y)* =r%.
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Exemple 4.23 La circumferéncia de centre p, = (2,3) i radi r = 4 té equacio
(x—2)*+(y—3) =16,
i si desenvolupem els quadrats, obtenim
x>+ y?—4x—-6y—3=0.

(e CC—
Definicié 4.24 Donats dos punts F i F’ del pla B, situats a una distancia d(F, F') = 2c¢ > 0 i una constant a > ¢, sanomena ellipse
amb focus Fi F’ i semieix major a, al lloc geometric dels punts del pla P, que compleixen

d(p,F)+d(p,F') = 2a

Richard Phillips
Feynman




4
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El punt mitja del segment FF’ és el centre de lellipse. Si la refereéncia utilitzada és rectangular i els focus tenen coordenades F = (c,0) i
F’" = (—c,0), lequacié de lellipse sera

V=2 +y*+y(x+c2+y2=2a.
Si desenvolupem aquesta equacié elevant al quadrat, tindrem que

(=P +y? = (2a-Gr P +72)

(x—0?+y*=4a®—4aV(x + )2 +y2 + (x +¢)* + )
Maurice René Fréchet x2 - 2cx + C2 + y2 == 4a2 - 4a V (x + C)Z + y2 + X2 + ZCX + Cz + y2

—4cx — 4a® = —4a\/(x + ¢)? + y?
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A

Solomon Lefschetz

(ex + a?)* = a*((x + ¢)* + »?)
c2x? + 2a%cx + a* = a*(x?* + 2cx + 2 4+ y?)
(a? — 2)x? + a?y? = a*(a®> - 2).
Si posem b? = a?® — ¢? i dividim l'anterior equacié per a®b?, ens queda I'equacié reduida de l'ellipse,
2 2
S+5=1.

La constant ¢ sanomena semidistancia focal de lellipse i la constant b, semieix menor. A més, observem que el centre és el punt de coordenades
C = (0,0) i que els eixos de coordenades son eixos de simetria de lellipse.

La intersecci6 de lellipse amb els eixos de coordenades son els punts (a, 0), (—a, 0), (0, b) i (0, —b), que sanomenen veértexs de lellipse.
A Tenllag ellipse podem veure lellipse dequacio

2 2
XYy
ﬁ+¥=1 amb a>b>0.
Exemple 4.25 Determinem els vértexs i els focus de lellipse dequacid
2 2
X
SENBASY
16 12

Es evident que en aquest cas,a = 4ib =1/12 = 2\/5, per tant els vertexs de lellipse s6n (4, 0), (—4,0), (0, 2\/5) i(0, —2\/5). D’altra banda,
sabem que a? = b? + ¢?, per tant,

c=vVat-b=116-12=2,
és a dir, els focus son els punts F = (2,0) i F' = (=2,0).
0ttt ——

Definicié 4.26 Donats dos punts F i F’ del pla B, situats a una distancia d(F, F") = 2c¢ > 0 i una constant positiva a < ¢, sanomena
hiperbola amb focus F i F' i semieix real a, al lloc geometric dels punts del pla B, que compleixen

|d(p,F) —d(p,F")| = 2a



https://videos.rafelamer.com/asy/ellipse-girada.pdf

El punt mitja del segment FF’ és el centre de la hipérbola. Si la referéncia utilitzada és rectangular i els focus tenen coordenades F = (c,0) i
F" = (—c,0), lequaci6 de la hipérbola sera

2142 212 =
BarcelonaTECH |\/('x - C) +ye— \/(x + C) +y | =2a.
ESEIAAT Fent un calculs molt semblants al cas de lellipse, aquesta equacid es transforma I'equacio reduida de la hipérbola,
Algebra Lineal
gebra Lineal X2 yz
F Rafe”é)rgﬁ:eras S T 13 1
" iian Pioile a? b2
Viceng Sales

Josep Tuduri
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£=0,0) [(@0)
T 00 feD)
-1 1 1

Adien Marie Legendre La constant ¢ sanomena semidistancia focal de la hipérbola i la constant b, semieix imaginari. Com en el cas de la ellipse, el centre és el punt
de coordenades C = (0, 0) i els eixos de coordenades son eixos de simetria de la hipérbola.



La interseccid de la hipérbola amb leix d’abscisses son els punts (a, 0), (—a, 0), que sanomenen vértexs de la hipérbola; en canvi, no talla leix
dordenades.
Les rectes dequacions

BarcelonaTECH
ESEIAAT bx+ay=0 i bx—-—ay=0
Aigebra Lineal son les asimptotes de la hipérbola, és a dir, les rectes que passen pel seu centre i tenen pendent
Rafel Amer
Francesc Carfreras i b
Julian Pfeifl —_
Vlijcsr:l; Sillei m = a .

Josep Tuduri
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A lenllag hipérbola podem veure la hiperbola dequacio

2 2
x y /4 —_
?—Pz—l o bé —§+§—1-
Exemple 4.27 Calculem les asimptotes de la hipérbola
4x* —y? =8
i la intersecci6é d’aquesta hipérbola amb la recta y = V2 x.

Dividint lequaci6 de la hipérbola per 8 i passant els numeradors a dividir el denominador, tenim que
4x?  y?
R =1 és a dir, —
8 8 % 8
Per tant, la equaci6 de la hiperbola és

=1,

| %,

v’
8

i els semieixos real i imaginari sén a = V2ib = V8 = 21/2. Per tant les equacions de les seves asimptotes s6n 2V2x +/2 y=0i
2V2x — \/5 y = 0, que simplificades per \/E queden

Hermann Giinther

Grassmann Zx + y = 0 1 2x - y = 0 .


https://videos.rafelamer.com/asy/hyperbola-girada.pdf
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Pl

Robert Phelan
Langlands

Per calcular la interseccié de la rectay = \/5 x amb la hipérbola només cal substituir la y per \/5 X a la seva equacio,
4x> —y*> =8
4x? —(\2x)* =8
2x% =38
X ==2
Aixi doncs, els punts d’intersecci6 sén (2, 2\/5) i ( -2, —2\/5).
(R

Definici6 4.28 Donats un punt F i una recta R del pla que no el conté, sanomena parabola amb focus F i recta directriu R al lloc
geometric dels punts del pla B, que compleixen

d(p,F) =d(p,R).

El punt mitja del segment FF’, on F' és la projeccid ortogonal de F sobre la recta directriu és el vértex de la parabola i la distancia entre F'i R
és el parametre de la parabola, p = d(F, R).
Si la referéncia utilitzada és rectangular, el focus té coordenades F = (0, g) ila recta directriu té equacid y = —g 02y + p = 0lequacié de

V=g = B

Elevant al quadrat els dos costats de la igualtat, tenim que

la parabola sera

x2+y2—py+p—2 _ 4y2+4PJ’+P2,
4 4
i aillant la y, ens queda 'equacié reduida de la parabola
2
Y= 2
El vértex de la parabola és el punt de coordenades V' = (0, 0) i, a diferéncia de lellipse i la hipérbola, la parabola només té un eix de simetria,
leix dordenades.
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Tullio Levi-Civita

A Tenllag parabola podem veure la parabola dequacié x = ;)—

Exemple 4.29 Calculem el parametre i el focus de la parabola

2
y=——
8v/2

i la seva equacio6 en la referéncia R’ = {(\/_ 2\/_ ) \/_(1 1)}

Es evident que el parametre és p = 4\/5 iqueel focus és el punt F = (0, 2\/5).
D’altra banda, les equacions del canvi de coordenades de R’ a la referéncia canonica s6n
2+ X+

G5 0G) o LB,
V2


https://videos.rafelamer.com/asy/parabola-girada.pdf
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Gottfried Wilhelm
Leibniz

Per obtenir lequacio de la parabola en la referéncia R només cal que substituim les expressions anteriors a lequacio

x2

82

8V2(4 — x' +y") (22X +Y
NG Vi
2+x +y)
2
16(4—x"+y)=4+x%+y? +4x +4y +2x'y

y o 8/2y=x2,

2

84—-x"+y)=

X% +2x'y +y?+20x' —12y' —60 =0




Observaci6 4.30 (a) Si una ellipse té el centre en el punt C = (x, y,) i els eixos principals parallels als eixos de coordenades, la seva equaci6
sera

l -
BarcelonaTECH

ESEIAAT
Algebra Lineal

(x =X (v =) _
z T
i els seus focus seran els punts F = (xo + ¢,Yy) i F' = (x¢ — ¢, Vo).

1 amb a>b,

Rafel Amer
Francesc Carreras 2
Julian Pfeifle
Viceng Sales
Josep Tuduri
- 1
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| e | Co-Yo4b) e
-7 -6 -5 —4 1 2 4 5 6 7
b ~g
(xo —a,y0) . C = (xg, ¥o) (xo + @, y0)
F' = (xo — ¢, %) ] ¢ F=(xo+c¢y0)
(x0,y0 = b)
—7

El mateix podem dir per a les hipérboles i aleshores tindran equacid
2 2
(x — xo) . Y =) _
a? b?
De la mateixa manera, si una parabola té el vertex en el punt V' = (x,, J,) i els eixos principals parallels als eixos de coordenades, la seva
equaciod sera

1.

Erhard Schmidt

_ (x — X0)?
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Atle Selberg

Superficies de revolucio i quadriques

Fins ara hem vist que les equacions lineals en dues variables defineixen una recta en el pla B, que les equacions lineals en tres variables
defineixen un pla a lespai B, que els sistemes lineals de dues equacions amb tres incognites de rang 2 defineixen rectes a lespai B i que la
circumfereéncia, lellipse, la hipérbola i la parabola queden caracteritzades per equacions de segon grau en dues variables.

En I'dltima seccié d’aquest tema veurem com algunes superficies a lespai es poden representar mitjancant equacions de segon grau en tres
variables. La més senzilla de totes elles és sens dubte lesfera i tampoc és excessivament complicat considerar les superficies de revolucié
obtingudes en fer girar una ellipse, una hiperbola, una parabola o una recta al voltant d’'un dels eixos de coordenades.

Esfera

Una esfera de centre en el punt p, = (X, Yy, Zo) 1 radi r és el lloc geomeétric dels punts de lespai B tals que

d(p,po) =r-

Si la referéncia utilitzada és rectangular, la seva equaci6 és

(X =x0)* + (= ¥p)* + (z = 29)* = 17.
En particular, lesfera centrada a l'origen de coordenades té equacié x* + y* + z? = r? i podem pensar que sobté fent girar la circumferéncia
dequacié x? + y? = r? al voltant de leix de les y. Escena 3D

Ellipsoide

Suposem que en pla YZ tenim lellipse dequacié

¥ z2
2 1,
a’?  b?

i la fem girar al voltant de les de les y. Per obtenir lequacio de la superficie de revoluci6 obtinguda, considerem el grafic segiient

=1


https://videos.rafelamer.com/blender/transparencies4/esfera.blend
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Ernst Eduard Kummer

2§
$+ﬁ=l.

Cada punt (x, y, z) de la superficie sobté a partir d'un punt p = (0, t, s) de l'ellipse de partida, que per aquest motiu compleix,

D’altra banda, la circumferencia obtinguda fent girar el punt p al voltant de leix de les y esta continguda en el pla y = ¢t i té equacio

Amb unes senzilles operacions, obtenim

y=t
x?+z% =5

2 g2
¥+ﬁ_1
¥ x4z
a2 L
2 2 2
z
R A

Escena 3D


https://videos.rafelamer.com/blender/transparencies4/ellipsoide_revolucio.blend
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Pierre-Simon Laplace

En general, anomenarem ellipsoide de semieixos a, b i c amb a, b, ¢ > 0 a la superficie definida per les solucions de l'equacié

2 2

x2 ¥y oz

+>+—=>=1.
a2 b? 2

Hiperboloide d’una fulla

De manera semblant al cas anterior, considerem en el pla YZ, la hipérbola dequacio
2 72

T _ =1
a’> b?
Sila fem girar al voltant de leix de les z, obtenim la superficie de revolucié dequaci6
2 2 2
z
+ L2 o1,

X

a? a? b?

Escena 3D

Escena 3D


https://videos.rafelamer.com/blender/transparencies4/ellipsoide_simple.blend
https://videos.rafelamer.com/blender/transparencies4/hiperboloide_una_fulla_revolucio.blend

En general, anomenarem hiperboloide d’una fulla de semieixos reals a i b i semieix imaginari ¢c amb a, b, c > 0 a la superficie definida per

les solucions de lequacié Escena 3D
BarcelonaTECH x_2 + y_z — Z_2 =1
ESEIAAT a> b*
Algebra Lineal
_ RalolAmer Hiperboloide de dues fulles
Viceng Sales Considerem ara al pla YZ, la hipérbola dequacié

Josep Tuduri
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Escena 3D

Gaspard Monge



https://videos.rafelamer.com/blender/transparencies4/hiperboloide_una_fulla_simple.blend
https://videos.rafelamer.com/blender/transparencies4/hiperboloide_dues_fulles_revolucio.blend
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George Green

En general, anomenarem hiperboloide de dues fulles de semieix real c i semieixos imaginaris a i b amb a, b, ¢ > 0 a la superficie definida
per les solucions de lequacié Escena 3D
2 N ¥ z2 .

a? b? 2
Con

Donada la recta z = ay (a # 0) del pla YZ, si la fem girar al voltant de leix de les z obtindrem la superficie de revoluci6é dequacié Escena 3D

2
z
x2 + y2 - =0.
a
En general, anomenarem con a la superficie definida per les solucions de lequacid Escena 3D
X2 2 2
Z+ - =0

a2 b?2 2


https://videos.rafelamer.com/blender/transparencies4/hiperboloide_dues_fulles_simple.blend
https://videos.rafelamer.com/blender/transparencies4/con_revolucio.blend
https://videos.rafelamer.com/blender/transparencies4/con_simple.blend

Paraboloide elliptic

De nou en el pla YZ considerem la parabola dequacié z = ay? (a # 0) i fem-la girar al voltant de leix de les z; és immediat que obtindrem el

BarcelonaTECH . 1 .,
R — paraboloide de revoluci6 dequacid Escena 3D

ESEIAAT
Algebra Lineal z=a(x?®+ y2) .
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En general, anomenarem paraboloide elliptic de semieixos a i b amb a, b > 0, a la superficie definida per les solucions de l'equaci6
Escena 3D
2 2
XY
zZ = ? + ﬁ .

MuRammad ibn MXsK
al-Khwixrizmi


https://videos.rafelamer.com/blender/transparencies4/paraboloide_elliptic_revolucio.blend
https://videos.rafelamer.com/blender/transparencies4/paraboloide_elliptic_simple.blend
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Pierre de Fermat

Paraboloide hiperbolic

Per semblanga amb el paraboloide elliptic, anomenarem paraboloide hiperbolic de semieix real a i semieix imaginari bamb a,b > 0,ala

superficie definida per les solucions de lequacio

X2 2
@ b

Cilindre el'liptic
Si traslladem cada punt de lellipse del pla XY dequacid

X2 2

; + ﬁ =1 .
parallelament a leix de les z, obtenim una superficie anomenada cilindre elliptic que té equacio

X2 2

; + ﬁ =1.
Cilindre hiperbolic
Si traslladem cada punt de la hipérbola del pla XY dequacié

2 2

¥y

a? b?
parallelament a leix de les z, obtenim una superficie anomenada cilindre hiperbolic que té equacid

%2 2

a? b?
Cilindre parabolic
Si traslladem cada punt de la parabola del pla XZ dequacié

%2
zZ = g ,

parallelament a leix de les y, obtenim una superficie anomenada cilindre parabolic que té equacié
2

zZ=—.
a2

Escena 3D

Escena 3D

Escena 3D

Escena 3D


https://videos.rafelamer.com/blender/transparencies4/paraboloide_hiperbolic_simple.blend
https://videos.rafelamer.com/blender/transparencies4/cilindre_elliptic_simple.blend
https://videos.rafelamer.com/blender/transparencies4/cilindre_hiperbolic_simple.blend
https://videos.rafelamer.com/blender/transparencies4/cilindre_parabolic_simple.blend
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Julius Plicker

a2 b2 c2

&
&

Ellipsoide
2 2 2
x* y° oz
Stmt g =1

<

Con

x2 2 2

y z

Hiperboloide d’una fulla
X2y 2

?+b2 c?

4

Paraboloide elliptic
2y
Cete

Hiperboloide de dues fulles

x2 2 z2 B
2tp a1t

Paraboloide hiperbolic

a? b2
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Cilindre elliptic Cilindre hiperbolic Cilindre parabolic
2 2 2 2 2
2L S .

a’? b2 a’? b2 a?

Observacio 4.31 Si en cada una de les equacions anteriors fem una permutacio del eixos X, y i z obtenim una quadrica del mateix tipus. Per
@@ exemple, la quadrica dequacié

és un hiperboloide de dues fulles. Escena 3D

Andrew John Wiles


https://videos.rafelamer.com/blender/transparencies4/hiperboloide_dues_fulles_girat.blend
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Leonardo Bonacci
Fibonacci

5 Transformacions lineals i afins

Les transformacions lineals i les transformacions afins modelen des d’'un punt de vista matematic les transformacions geometriques com
lescalat, els girs i rotacions i les translacions. Intuitivament, una transformacio6 és una funcié o aplicacié que acadapuntp e B (p € B)oa
cada vector i € V; (u € 14) li fa correspondre un altre punt T(p) € B (T(p) € B) o un altre vector T(1) € V; (T(u) € 15).

La idea basica és que les transformacions que impliquen translacions s’han de descriure en termes dels punts del pla o de lespai i sanomenen
transformacions afins, mentre que les que no impliquen translacions es poden descriure en termes dels vectors del pla o de lespai i sanomenen
transformacions lineals.

Transformacions lineals

Comencem veient uns exemples descalats i girs.

T(id) = (u,v)

=37 (i) = (u,v)

Escalat de factors i 8 Gir d’angle o
Escena 3D Escena 3D


https://videos.rafelamer.com/blender/transparencies5/escalat_rectangle.blend
https://videos.rafelamer.com/blender/transparencies5/gir_rectangle.blend

Les transformacions lineals d’escalat de coeficients a en la direccié de les x i 8 en la direccid de les y son les més senzilles i la seva expressid
matematica és

u=ax . u a 0\[x
BarcelonaTECH 0 be, = 0
ESEIAAT v=_gy v B)\y
Algebra Lineal
Rl Amor Trobar lexpressié matematica d’'un gir dangle o en sentit antihorari és una mica més complicat. Per aix0, considerem el grafic segiient
Julian Pfeifle
Viceng Sales
Josep Tuduri
_— -]
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_— 6
T(u) = (u,v) o
4]
B e o e S i = (x,y)
= |
i |
4 " 3
&
o
ST T TR
e
]
=]
Gir d’angle o

Per a obtenir (u, v) en funcié de (x, y), sigui r el modul de i i de T(u). Aleshores, tenim que
X =rcospf
y=rsinf

John Wellis u=rcos(ax+ f)=r(cosaxcosf —sinasinff) = xcosax — ysina

rsin(a + B) = r(sinacos B + cosasinff) = xsina + ycosa.
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Alonzo Church

u=xcosa—ysina b u cosa —sina [ x
o be = .
vV=Xxsina+ycosa ’ v sina  cosa J\y

Exemple 5.1 La transformacid lineal descalat de coeficients 3 en la direccié de les x i 2 en la direcci6 de les y ve donada per

u\ (3 0\(x
v/ \o 2/\y)’
u\ 1 (1 —1\(x
v) 2\1 1J\y)"
Podem combinar aquestes dues transformacions de dues maneres. Si primer apliquem lescalat i després el gir tindrem que

(0)=50 )6 2)0)-56 2)0)

En el grafic podem veure com actua aquesta transformaci6 sobre un rectangle de costats 4 i 2.

mentre que lexpressio del gir de 45° és

T(i) = (u,v)

Escalat (3, 2), i a continuacio, gir de 45°
Escena 3D


https://videos.rafelamer.com/blender/transparencies5/exemple5-1-1.blend

Mentre que, si ho fem al revés, primer el gir i després lescalat, el resultat és

(0)=( 2)50 )6)=-56 2)6)
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/ (i) = (u,v)

i=(xy)

Gir de 45° i a continuacio, escalat (3, 2)
Escena 3D

En dimensio 3, els escalats de coeficients « en la direcci6 de les x i 8 en la direccié de les y i y en la direccid de les z venen donats per

u=ax u a 0 0 X
v =Ry o be, v|=10 B O]|Yy
w=yz w 0 0 vy z

S g

Charles Louis
Fefferman

Escena 3D

Les rotacions en dimensi6 3 sén molt més complicades que els girs en dimensio 2 ja que la rotacié pot ser al voltant de qualsevol eix. N’hi ha
tres que sOn especialment senzilles, les rotacions al voltant de leix de les X, al voltant de l'eix de les y i al voltant de leix de les z.


https://videos.rafelamer.com/blender/transparencies5/exemple5-1-2.blend
https://videos.rafelamer.com/blender/transparencies5/escalat_esfera.blend

Aixi com en els girs, el sentit per defecte és sempre l'antihorari, en les rotacions, a més de leix de rotacid, també hem despecificar quin és el
sentit de la rotacié. En els tres casos anteriors, sera el determinat per la regla de la ma dreta amb el polze apuntant cap a la part positiva de
leix.

l -
BarcelonaTECH
ESEIAAT Rotacié al voltant de l'eix de les z

Algebra Lineal En una rotacié d’angle « al voltant de leix de les z, aquest eix queda fix i, en el pla xy, es produeix un gir d'angle a en el sentit de la x cap a la
Rafel Amer

Francesc Carreras . Per tant, la seva representacio és Escena 3D Escena 3D

Julian Pfeifle
Viceng Sales

Josep Tuduri w=2z u cosa — Sin a O X
Pagina 118 de 205 u\ _ [cosa — sin o X — vV ]l=1| sina cosa O y
v) \sina cosa /\y w 0 0 L/ \z

Rotacié al voltant de l'eix de les x

En una rotacié d’angle « al voltant de leix de les x, aquest eix queda fix i, en el pla yz, es produeix un gir d'angle a en el sentit dela y cap ala

z. Per tant, la seva representaci6 és Escena 3D Escena 3D
u=x u 1 0 0 X
v cosa —sina [y — V]=10 cosa —sina ||y
w) \sina cosa /\z w 0 sina cosa z

Rotacié al voltant de l'eix de les y

@@ En una rotacié d’angle « al voltant de leix de les y, aquest eix queda fix i, en el pla xz, es produeix un gir d’angle  en el sentit de la z cap a la
x. Per tant, la seva representacio és Escena 3D Escena 3D
v=Yy cosa 0 sina) [x

> u) [ cosa sina)(x = v 0 1 0 y
w/) \—sina cosa/\z w —sina 0 cosa/ \z

Peter David Lax

<

Aquestes rotacions sanomenen rotacions elementals d’Euler.


https://videos.rafelamer.com/blender/transparencies5/rotacio_z.blend
https://videos.rafelamer.com/blender/transparencies5/rotacio_vector_z.blend
https://videos.rafelamer.com/blender/transparencies5/rotacio_x.blend
https://videos.rafelamer.com/blender/transparencies5/rotacio_vector_x.blend
https://videos.rafelamer.com/blender/transparencies5/rotacio_y.blend
https://videos.rafelamer.com/blender/transparencies5/rotacio_vector_y.blend
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Elias Menachem Stein

Definicié 5.2 Anomenarem rotacié amb angles d’Euler 1), 6 i ¢ a la combinaci6 de tres rotacions elementals d’Euler al voltant dels

eixos segiients:
(a) Rotacio d’angle 3 al voltant de leix de les z.

(b) Rotacié d’angle 6 al voltant de leix de les x.

(c) Rotacié d’'angle ¢ al voltant de leix les z.
v

Observacio 5.3 En disciplines com la mecanica quantica, lestudi dorbites de satéllits o diferent software matematic s'utilitzen també altres
combinacions deixos, com per exemple, zyz, zyx o xyz. De fet, en total hi ha 12 possibles combinacions deixos a 'hora de parlar d’angles

d’Euler.

La rotacié amb angles d’Euler 1, 0 i ¢ ve donada per

u cosp —sing 0 1 0 0 cosp —siny 0\ [/ x
v |=| sin cos 0]l O cos6@ —sinf || sinyp cosyp O || y
w 0 0 1/\0 sin@ cosf 0 0 1 z
cospcosp —sinysinpcos@ —sinycosp —cosypsingpcos6  sinOsin X
=| cosysind + sinycosPpcos@ —sinypsing + cosypcosPcosB —sinbcos y
siny sin O cos 1 sin 6 cos O z

Escena 3D

Definici6 5.4 Anomenarem transformacio lineal de 15 a qualsevol transformacié T que es pugui representar en forma matricial

com a
1 2 3

u a% a% a% X

V=1 a a; a;

1 2 43
w a; a5 a3/ \z

<



https://videos.rafelamer.com/blender/transparencies5/rotacio_ortoedre_angles_euler.blend

De manera semblant, anomenarem transformacio lineal de 15 a qualsevol transformaci6 T que es pugui representar en forma matricial com

a
l -
u ai a}\[x
BarcelonaTECH = 1 2 .
= v a, as;/\y
ESEIAAT
Algebra Lineal Les matrius
Rafel A
Francé(‘esec Crgfr:eras a% a% a% 1 2
Julian Pfeifle 1 2 3 . al a]
Viceng Sales A= a a a 1 A=
Josep Tuduri % % % a% a%
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sanomenen matriu de la transformacio lineal en la base canonica. Observem que les columnes d’aquestes matrius representen els vectors en
que s’han transformat els vectors de la base canonica. En dimensi6 3

T(1,0,0) = (a,a},al)
7(0,1,0) = (a?,a3,a3) ¢ ,
T(0,0,1) = (a3, a3, a3)
mentre que en dimensid 2, tenim que
T(1,0) = (a}, ad)
T(0.1) = (af, a3)
També és habitual representar aquestes transformacions de la forma segiient

T(x,y,z) = (alx + aly + a3z, alx + a3y + a3z, alx + aly + a3z)

T(x,y) = (alx + a?y,alx + ay)

Proposici6 5.5 Una funcié o transformacio T : V — V és una transformacié lineal si, i només si, compleix
o T(u; +u,) = T(uy) + T(u,) per a tota parella de vectors u,,u, € V.
o T(au) = aT(ut) peratota € R itotu € V

Bonaventura Francesco
Cavalieri




. 4 e 7 1 . . e . . 4 oo e
SiT : V — V és una transformaci6 lineal i 0 = T(11), direm que U és la imatge de 4 i que u és una antiimatge de U. Observem que cada
vector té una Unica imatge, mentre que un vector pot no tenir antiimatge, tenir-ne una o tenir-ne infinites.

Barcelona TECH Exemple 5.6 La transformaci6 lineal de V5 donada per
_ ESEIAAT u 3 —-1)\(x
Algebra Lineal =
A'gebra ineal v 2 3)\y
Rafel Amer
Francesc Carreras , .
Julian Pfeifle també es pot escriure
i (y) = ( )
i T(x,y) =(Bx—y,2x + 3y
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E— ila seva matriu en la base canonica és

a=(373)

En el grafic segiient podem veure com es transforma un rectangle de costats 4 i 2 i també, com es transformen els vectors de la base canonica.

T(0,1) = (-1,3)
.S

- T(1,0) = (3,2)

v

Vladimir Igorevich
Arnold



Observacid 5.7 Tota transformacio lineal de 5 o 15 queda totalment determinada si coneixem les imatges dels vectors d'una base.

3y <

Barcelona TECH Exemple 5.8 La transformacié lineal T : 15 — 15 compleix que
ESEIAAT T(1,2,-2)=(1,0,1)
Algebra Lineal
. Rafel /&\:mer T(z’ 3’ _4) = (1, 1, O) ’
i Plefle T(2,-1,-3)=(0,-1,1)

Viceng Sales
Josep Tuduri

T anem a calcular la seva matriu en la base canonica.
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Hem de trobar una matriu que compleixi

u ai a a}\ [x x
o)=(a o a|y]|=ay
w al a3 a3/\z z
En lloc d’intentar trobar els seus coeficients per separat, ho farem de manera global. La matriu A ha de complir que
1 1 2 1 2 0
A 21=10], A 31=(1], Al -1|=|-1],
-2 1 —4 0 -3 1
aleshores, agrupant aquestes tres igualtats en un nic producte de matrius, tenim que
1 2 2 11 O
A 2 3 -1}|={01 -1
-2 —4 =3 1 0 1
ﬁ Finalment, aillem la matriu A multiplicant per la inversa als dos costats:
B Lur 11 o\/ 1 2 2\
Gelfand A — 0 1 -1 2 3 -1

1 0 1 -2 -4 =3



11 O 13 2 8 5 1 3
e =01 -1 -8 -1 -5]=|-10 -1 -6
BarcelonaTECH 10 1 2 0 1 15 2 9
. ESE'AI_‘T Per tant, la transformacid lineal T ve donada per
Algebra Lineal
Frarl\qcifseé/&\)rgﬁ:eras u 5 1 3 X
Vicone Saice v|=(-10 -1 -6 ]|y],
Josep Tuduri w 15 2 9 Z
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obéT(x,y,z) =(5x+y+3z,—10x —y — 62,15x + 2y + 9z).
Férmula del canvi de base per a transformacions lineals

Considerem el rectangle de vertexs (4, 3), (0, 5), (—4,—3) i (0, —5). Si li apliquem lescalat de factors 2 i 1 en les direccions dels eixos x iy, a
la figura segiient podem veure com es transforma

(i) = (u.v)

Edmund Georg
Hermann Landau



Pero, el que volem és escalar-lo amb factors 2 i 1 en les direccions dels seus costats, és a dir, 2 en la direccié del vector (1,2) i 1 en la direccid
(—2,1), per a obtenir la figura segiient

l -
BarcelonaTECH

ESEIAAT

Algebra Lineal

Rafel Amer T(%) = (u,v)

Francesc Carreras
Julian Pfeifle
Viceng Sales
Josep Tuduri
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La qiiesti6 és com podem trobar la representacié matematica d’aquesta transformacio,
1 2
v a, a5/\y
Hormann Landgu Per aixo considerem els eixos de coordenades determinats per la base B’ = {(1, 2), (—2, 1)}, formada pel vector que ens dona la direcci6 de
lescalat i un vector perpendicular a aquesta direcci6 (uns eixos “locals” del rectangle).




Aleshores tenim el grafic

l -
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Rafel Amer T(#%) = (u,v) = (W, 0")g
Francesc Carreras
Julian Pfeifle
Viceng Sales
Josep Tuduri
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i=(xy) ="y

del que veiem que

(v)=G )0,

Brook Tayl . 4 e
e i, per tant, només ens queda calcular (u, v) en funcié de (x, y).



Del canvi de base per a vectors de 15 (3.12), tenim que
u\ (1 =2\(u . x\ (1 =2\(X
\2 1)\ \2 1)\y )’

BarcelonaTECH % y y

)66 )G

Algebra Lineal per tant,
Rafel Amer ( ) ( ) (
Francesc Carreras
Julian Pfeifle
Viceng Sales
- 0
y

u

v
Josep Tuduri
2
0
1 X 1{6 2\(x
( 620
Per tant, l'escalat de factor 2 en la direccio del vector (1, 2) ve donat per lexpressio

(+)=:(5)C)

De fet, amb aquest exemple, hem vist un resultat molt més general

(0 —
Teorema 5.9 Siguin A la matriu d’'una transformacio lineal T en la base canonica i A’ la matriu de T en la base B'. Si C és la matriu
del canvi de base de B' a la base candnica, tindrem que

A=CAC! i A =C lAC.

A més, det A = det A i traga(A) = traga(A’), on la traca d’una matriu quadrada és la suma dels coeficients de la diagonal principal.

Eis Menachem Sein Exemple 5.10 Sigui T la transformaci6 lineal definida per



Anem a calcular la matriu de T en la base B" = {(1,1),(—1,2)}.
En aquest cas, la matriu de la transformacid lineal en la base canonica és

BarcelonaTECH A — ( 1 3)
ESEIAAT -2 2
Algebra Lineal i la matriu del canvi de base de B’ a la base canonica és
Frariifseé/éigg;ras ( 1 —1 )
Julian Pfeifle C = .
i b2
Fagina 127 00 205 Aleshores, la matriu de T en la base B’ és
-1
1 -1 1 3 1 -1 1 21 4 5 1 8 16
A =CTAC = =3 =3
(3 73) (L) )= )6 e)-5S

(,,; = (o) = (" y)pr
\ (@) = (u,0) = (', )

Galileo Galilei



Per tant, la matriu de la transformacid lineal T en la base B’ és

1 8 16 , . u’ 1 8 16\ ( x'
UF A’=§< 41 és a dir, =34 ,
Barcelona TECH - v - y
ESEIAAT .. )
Algebra Lineal Rotacions i quaternions
e o Al diccionari de I'Institut d’Estudis Catalans podem trobar diferents accepcions de la paraula rotacio:
Julian Pfeifle
Vioeng Sales e Moviment d’un solid els punts del qual descriuen circumferéncies amb els centres alineats i fixos, continguts en leix de rotacio.
Pagina 128 de 205 ¢ Transformacié geometrica que consisteix a girar, un angle donat, els punts del pla o de lespai al voltant d'un punt o d’una recta.

¢ Moviment d’un astre entorn d’'un eix. La rotacié de la Terra.
De fet, intuitivament menys o menys tenim clar queé és un moviment de rotacio, pero definir-lo matematicament no és tan senzill. Ja hem
parlat de les rotacions al voltant dels eixos X, y i z, i ara anem a definir el concepte de rotacio al voltant d’'un eix o, més precisament, rotacio
al voltant d’un vector. Escena 3D
(0 —

Definicié 5.11 Donat un vector W no nul de V; i un angle o, anomenarem rotacié d’angle o al voltant del vector © a la transformacié

lineal de 4 que en la base ortonormal positiva B’ = {ii,, il,, U3} ve donada per

u’ 1 0 0 x’
vV |=(0 cosa —sina || )
w’ 0 sina cosa z’'

= 7 . . e . —
on el vector u; de la base B’ té la mateixa direcci6 i sentit que el vector w.

Exemple 5.12 Calcul de la matriu en la base canonica de la rotacié de 120° al voltant del vector w = (1,-1,1).
Tal com diu la definicié anterior, hem de trobar una base ortonormal positiva B’ = {ii,, U,, 3} tal que U, tingui la mateixa direcci6 i sentit
que el vector w = (1,-1,1). Com que iil ha de ser unitari, ha de ser el vector

\ ‘ . 1
\ U, = —(@1,-1,1).
Sergei Lvovich Sobolev \/E

Escena 3D


https://videos.rafelamer.com/blender/transparencies5/rotacio_ortoedre_voltant_vector.blend
https://videos.rafelamer.com/blender/transparencies5/exemple5-12.blend
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Sofya Vasilyevna
Kovalevskaya

Com a i, es pot escollir qualsevol vector unitari perpendicular a i, i hi ha infinites opcions, una de les quals és

- 1
U, = —(1,1,0)
V2

. - 1 . .
i, aleshores, el vector u; sera el producte vectorial dels dos anteriors,

. 1 1 TJ Kk 1
1 -1 1|=—(-1,1,2).
o| Ve

V2V3[1

-

-
u3=u1Xu2=

Per tant, com a base B’ tenim
1 1 1

B = {—(1, ~1,1),—(1,1,0), —(—1, 1,2)}

3 2 6

v NERRNTE

i la matriu del canvi de base de B’ a la base canonica és
I3 W2 —4fe 1 \/5 \/5 -1
C=| -3 W2 We|=—|-/2 V3 1
ws o we) V6l gz o

A més, aquesta matriu és ortogonal i, per tant, la seva inversa és la seva transposada, C~! = C’. D’altra banda, la matriu A’ és

1 0 0 1 0 0 2 0 0
1
A =0 cos120° —sin120° |=|0 =1 —V3p o /3|,
0 sin120° cos120° 0 V3, -1 0 V3 -1

i, per la formula del canvi de base, tenim que
L V2B 1) (20 0L (V2 242
A=CACTT=CAC'=—| —\2 /3 1 510 -1 —V3|—=[+v3 V3 o
Vel vz o 2)°lova -1 Vel 1 o



. 02 —2v3 2\(vV2 =2 2 0 -1 0
o =—|-2v2 0 -4 =0 0 -1
BarcelonaTECH 12 \/— \/g \/E 0 1 0 0
ESEIAAT 2\/5 2\/5 -2)\-1 1 2
Algebra Lineal Per tant, la rotaci6 de 120° al voltant del vector (1, —1, 1) ve donada per
Frar?czfsl/-(\)rgfr:eras u O - 1 O X
o)=[o 0 =1)[5
w 1 0 O z
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Proposici6 5.13 Una transformacié lineal de V5

1 2
u a% a% a%’ X x
v | = a% a% ag y|=AlYy
w a; a; a3 % z

és una rotacio si, i només si, A és ortogonal (A'A =1) i detA = 1.

Observacions 5.14 (a) Tota rotacio es pot posar com a rotacié amb angles d’Euler ), 6 i ¢ i aquests es poden calcular de la forma segiient:
o Sia3 # =1,
¥ = atan2(al, a?), 6 = arccos(a3 i ¢ =atan2(a},—a3).
amb O € [0, 7r] i atan2(b, a) és 'angle que forma el vector (a, b) amb el semieix positiu de les X, per tant, estara a I'interval [0, 27).

e Si a% = +1, aleshores sin 6 = 0, leix de les z queda invariant i les dues rotacions al voltant d’aquest eix es redueixen a una, és a dir,
podem prendre ¢ =0

¥ = atan2(a3al, aj), 6 =arccos(x1) =007 i ¢ =0.



(b) Leix de rotacié d’una rotacié ve donat per un vector W que compleix 7(w0) = w i 'angle de rotacié compleix que
i —1 + traca(A)

cosa =

BarcelonaTECH 2

ESEIAAT , o ) ,
Algebra Lineal En lexemple anterior, és immediat calcular els angles d’Euler

afel Amer T T .
Fraﬁie}nig&rfrgas P = atan2(1,0) = > 0 = arccos(0) = > i = atan2(0,1) =0,

Viceng Sales

Josep Tuduri és a dir, la rotacié de 120° al voltant del vector (1, —1, 1) és equivalent a la rotacié de 90° al voltant de leix de les z seguida d’una rotacié de
_Pagina 131 de 205 90° al voltant de leix de les x. Escena 3D

Exemple 5.15 Sigui T la transformaci6 lineal de 15 definida per

@@ u \/5 —\/E 2 X

1
UV | = —— — —
2\/5\/25\/§2y

w 2 0)\z
Comprovem que T és una rotacid i calculem els seus angles d’Euler i l'eix i angle de rotacio.

Per comprovar que és una rotacié hem de veure que A'A = I'i que det(A) = 1.

\/—\/—21\/—\/—2 (800 100
AtA——\/—\/_z—\/_\/—2=§080=010
) _202\/5 0 00 8 001

V2 V2 2 M2+ 02+ 42+4/2
2 2 = —
2 2 0 1612

Per tant, T és una rotacio.

Els seus angles d’Euler sén

Magnus Gustaf

MiagrLetler ¥ = atan2(2,2) = g, 0 = arccos(0) = g i = atan2(2,2) = =


https://videos.rafelamer.com/blender/transparencies5/observacio5-14.blend

Per trobar leix de rotaci6, hem de trobat un vector W = (x, y, z) tal que

JE V2 2 2

1

ESEIAAT
Algebra Lineal

2 0 z 2

Rafel Amer
Francesc Carreras
Julian Pfeifle
Viceng Sales

Josep Tuduri Si passem els termes de la dreta de la igualtat a lesquerra, ens queda que

Pagina 132 de 205 _\/’5 _\/’5 2 X
V2 -2 -2 |(y]=
2 2 —n2)\Z

i ara, resolem aquest sistema dequacions pel metode de Gauss.

V2 /2 2 o -2
0
0

1R

V2 =32 -2 o

2 2 =20/2|0) FyFiF,

F3~\2F3+2F,
Per tant, la solucio d’aquest sistema dequacions és

x =12z

y=0

i prenem com a eix de rotacié el determinat pel vector w = (\/5, 0,1).

D’altra banda, si 'angle de rotacié és a, sabem que

—1 +traga(A) -1
o ‘ cosa = = =
André-Marie Ampére 2 2

per tant, podem assegurar que a = 120° o a = 240°.

x\ [x V2 /2
BarcelonaTECH e 2 /2 =2 yi=ly Obé, 2 —A/2 =2
Bl - =) Vi 2

V2
—4
0

=

S O N

o O O
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Ptolemaeus of
Alexandria

Per determinar quin dels dos és, escollim un vector qualsevol, per exemple, U =(2,0,0) i calculem la seva imatge T(u):

(V2 V2 2) /2 1
- \/5 _\/5 ) ol=1[1
W25, o)\o V2

i el determinant

V2 2 1

det(w,u, T(Ww))=| 0 0 1 |=2.
1 042

Amb aquest resultat, podem assegurar que T és la rotacié de 120° al voltant del vector w = (\/5, 0,1). Escena 3D
Quaternions

Els quaternions varen ser ideats per William Rowan Hamilton I'any 1843 com a extensi6 dels nombres complexos, de manera que incloguessin
les magnituds escalars i vectorials

Definicio 5.16 Els quaternions son les expressions de la forma
w=a+bi+cj+dk amb a,b,c,d e R.

El conjunt de tots els quaternions es representa per H.

La suma de quaternions i el producte d’'un quaterni6 per un nombre real es defineixen de la manera habitual. Si w; = a; + b;i + ¢;j + d;k,
Wy, =a, +byi+c,j+dkit €R,aleshores
w; +w, = (a; +ay) + (b + by)i+(¢; +¢;)j +(d; +dy)k
tw;, = t(a; + byi + ¢ j + dyk) = ta; + thyi + tc;j + td;k,


https://videos.rafelamer.com/blender/transparencies5/exemple5-15.blend

mentre que el producte es defineix a partir de les igualtats

BarcelonaTECH

ESEIAAT e ——

Algebra Lineal .., ., - - ;
B — Definici6 5.17 Donat un quaternié w = a + bi + cj + dk, la seva norma és

Rafel Amer
Francesc Carreras

e e lw] =Va2+ b+ + d?

Josep Tuduri
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w*=a—-bi—cj—dk

\

Donat un quaternié w = a + bi + cj + dk, el coeficient a s'anomena part escalar de w i el terme bi + cj + dk, part vectorial de w i s'identifica
amb el vector de V; W = bi + ¢j + dk = (b, ¢, d). Aleshores, és habitual escriure w = a + W.

ettt )
Proposicié 5.18 Donats dos quaternions w; = a, + W, i W, = a, + W,, el seu producte és

— — — — — -
wlwz = a1a2 - wl . w2 + alwz + a2w1 + wl X w2 .

Exemple 5.19 Calculem el producte dels quaternions w; =3+ i—2j+kiw, =2—i+2j+ 3k.
Els productes escalar i vectorial de les seves parts vectorials son

~i

-

1
Wy W, =(1,-2,1)-(-1,2,3)==2 i W XW,=|1 =2
-1 2

= (—8,—4,0).

w = X

N Aleshores,
Arstote of Stagira ww, =6—(—2)+3(—-i+2j+3k)+2(i—2j+k)+(-8i—4j)=8—-9i—2j + 11k.




Una de les utilitats dels quaternions és la seva relacié amb les rotacions de 15 i sé6n més eficients que els angles d’Euler i les matrius de
rotacions i s’utilitzen en grafics per ordinador, robotica, aeronavegacié i calcul dorbites de satellits.
—

l -
BarcelonaTECH

04
ESEIAAT Teorema 5.20 Si W és un vector unitari de V i o un angle qualsevol, considerem el quaternié q = cos > 2 +sin2 5 W. Aleshores, si il és un

—A'g:ri"i"ea' vector de V; i u = 0 + U el seu quaternié associat, la rotacié dangle a al voltant del vector W ve donada per
arel mer
Francesc Carreras
i feifl =
e Pete T(u) = quq” -
Josep Tuduri
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Observacions 5.21 (a) Siguing = a + W un quaternid unitari, 1 un vector deViu=0+ U el seu quaternio associat, aleshores

quq* = (2a? — D + 2(W - W)W + 2a(W X u).
(b) En la situaci6 del teorema anterior, tindrem que
T(ui) = cosau + (1 — cosa)(W - U)W + sina (W X u),

coneguda com a férmula de Rodrigues. Daltra banda, si escrivim q = a + bi + ¢j + dk, la rotacié d’angle « al voltant del vector W ve donada

per
u 2a%2+2b%2—1 2bc—2ad 2ac + 2bd X
v |=| 2ad+2bc 2a*+4+2c>—1 2cd—2ab y|. (5.1)
w 2bd — 2ac 2ab+2cd 2a%2+2d*2-1/\z

(c) Els quaternions q i —q defineixen la mateixa rotacio. Per tant, la correspondéncia entre rotacions i quaternions no és unica.
Exemple 5.22 Calcul de la matriu i la representacid en la base canonica de la rotacié de 60° al voltant del vector u=(1,1,1).
Si dividim el vector # per la seva longitud, tindrem un vector unitari al voltant del qual es fa la rotacid,

- L1,
N

aleshores, el quaterni corresponent a aquesta rotacio és

1lan, 1)__(3+z+1+k)

SRR
22\/'_

ugust Ferdinan . 1
e q = cos30° +sin30°—(1,1,1) =
V3
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Stephen Smale

Per tant, tenim que

Vi Vi 3 \A
6

a=—, b = — c= d = —
2 6 ' 6
i, en substituir a la matriu anterior, tindrem que
1 2 -1 2 u 1 2 -1 2 X
A= 3 2 2 -1 i v | = 3 2 2 -1 y
-1 2 2 w -1 2 2 z

Exemple 5.23 Donada la rotacié T de V5 definida per

(V2 o2 2

X
vV]|=—| -2 0 =2 vy,
w 2v/2 _\/E o) ) z
calculem leix i 'angle de rotacio.

Sigui q = a + bi + cj + dk el quaternié unitari que defineix aquesta rotacid. Sumant les igualtats

1

2a2+2b2_1=§

202 +2¢2-1=0, (5.2)
1

2a2+2c12—1=E

i tenint en compte que a® + b? + ¢? + d? = 1, obtenim que
6a +2b* +2c* +2d* -3 =1
4a% + 2a% + 2b% + 2¢2 + 2d? = 4
402 4+2 =4

a’ =

N~

Com que un quaternid i el seu oposat defineixen la mateixa rotacid, podem escollir la a positiva.



Per tant, agafem

£ ae L_V2
BarcelonaTECH \/E 2 '
_ ESEIAAT Substituint a les equacions 5.2, obtenim que
Algebra Lineal 1 1
Rafel Amer b2 = -, C2 = 0 1 d2 = —
e ien Pt 4 4
Viceng Sales
Josep Tuduri 1 1
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Tenint en compte que ¢ = 0, la matriu 5.1 queda
2024202 -1 —2ad 2bd | V2 2 /2
A= 2ad 202 -1 —2ab =—J| -2 0 -2
2bd 2ab  2a2+2d2-1) 22\ 7 5 2
2 2
i de les igualtats 2ab = — i 2ad = ———, obtenim que
/2 /2
1 1
b=— i d=—=.
2 ! 2
Per tant,
2 -k 1
q=£ — £+ (10 1) = £+£—(10 1),
2 2 \/_

i aix0 en permet assegurar que es tracta de la rotacié d’angle « al voltant del vector (1,0, —1) amb

o \/E o £ ) a
2

cosS— = —, sin — = i — =45°
2 2 2 2
Y i T és la rotacio de 90° al voltant del vector (1,0, —1). Escena 3D
Jean Charles de Borda \/'E l — k

Observem que el quaterni6 —q = —— — defineix exactament la mateixa rotacio.

2


https://videos.rafelamer.com/blender/transparencies5/exemple5-23.blend

Transformacions afins

Comencem també amb dos exemples, una translacio i un gir seguit d’'una translacio,

BarcelonaTECH
ESEIAAT
N R 9 9
Algebra Lineal
Rafel Amer 87 &7
Francesc Carreras
Julian Pfeifle ] 74
Viceng Sales
Josep Tuduri e 64
Pagina 138 de 205 1 < T(p) = (u,v)
44 4
11 3]
T(p) = (u,v)

p=(xY) p=(xY)

Translacio de (4, 5) Gir de 30° seguit de la translaci6 de (4, 5)

Es facil veure que la translacié sexpressa matematicament com a

oyt o (0)=(3)+(0 1)0)
v=5+y ’ v) \5 01 y ’

mentre que el gir seguit de la translacié vindra donat per

. (=27 7))
Oliver Heaviside v 5 2 1 '\/'5 y
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Siméon Denis Poisson

(v
Definicid 5.24 Anomenarem transformacié afi de B a qualsevol transformacidé T que es pugui representar en forma matricial com a

u 3% al a2 a\ [x
_ 1 2 3

V]I=1Yo |t a; az Y

w Zg al ai a3/ \z

Ara, (x,y,z) son les coordenades d’'un punt qualsevol de B i (u, v, w) sén les coordenades del punt resultant de la transformaci6, anomenat
també imatge de (x, y, z).

De manera semblant, anomenarem transformacio afi de P, a qualsevol transformacioé T que es pugui representar en forma matricial com a
= 1 2 :
v Yo a a;J\Yy

Observacié 5.25 Podem veure que tota transformacio afi es pot posar com una transformaci6 lineal seguida d’'una translacié. Possiblement,
les transformacions afins més interessants son els girs respecte un punt, les rotacions al voltant d'una recta donada per un punt de pasiel
vector director i els moviments helicoidals.

Gir dangle o al voltant d’un punt (X, ;)
Tal com es pot veure a la figura segiient, aquesta transformacio afi ve donada per

uy\ _ (X + cosa —sina )\ x—Xx,
v/ \» sina cosa/\y—y, /"

Observem que multipliquem la matriu del gir pel vector dorigen (x,, y) i extrem (x, y).
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BarcelonaTECH (X0, Yo)® 9 -
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Algebra Lineal
Rafel Amer
Francesc Carreras

Julian Pfeifle

Viceng Sales =
Josep Tuduri 5] T(p) = (u,v)

u\ _ (X + cosa —sina ) [ Xx— X, 3:
v/ \ sina cosa /\ y—y, ]

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
-7 -6 -5 -4 -3 =2 -1 1 2 3 4 5 6 8 9 10 11 12 13
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p=(xy)

Exemple 5.26 Si fem un gir de 60° al voltant del punt (—1,9), tindrem que
(5)=(3) 5l )6E)
v 9/ 2\3 1 y—9
(22 )24 )
9) 2\\3 1 =9) 2\/3 1 y
1{=1+9/3) 1/ 1 —=/3)\/x
5( 9+1/3 >+5(\/§ 1 )(y)

Pavel Urysohn
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Pierre Joseph Louis
Fatou

Rotacio dangle o al voltant d’una recta

Sigui R una recta de lespai que passa pel punt (xy, Yo, Zo) i té vector director w. Si A és la matriu de la rotacié (transformacié lineal) d’angle
a al voltant del vector W, la rotacié d’angle « al voltant de la recta R és la transformacio afi donada per

u Xo X — X,
V=Y |tAl Y=o
w Z, zZ— 2z,

Escena 3D

Exemple 5.27 Anem a calcular la rotacié de 60° al voltant de la recta R que passa pel punt (—1, 2, —3) i té vector director w = (1,1, 1).
A Texemple 5.22 ja hem trobat la matriu de la rotacié de 60° al voltant del vector @ = (1,1, 1):

1 2 -1 2
A= B 2 2 -1,
-1 2 2
aleshores la rotaci6 de 60° al voltant de la recta R ve donada per
u -1 1 2 -1 2 x+1 1 7 1 2 -1 2 X
v | = 2+§ 2 2 -1 y—2 =3 1+§ 2 2 -1 y
w -3 -1 2 2 z+3 -8 -1 2 2 z

Escena 3D
Moviment helicoidal

Sigui R una recta de l'espai afi que passa pel punt (x,, Yy, Zo) i té vector director W, un moviment helicoidal és una rotacié d’angle « al voltant
de la recta R seguida d’una translacié per un multiple del vector w. Escena 3D

Si a lexemple anterior li sumem un mdltiple de w = (1,1,1), tindrem un moviment helicoidal


https://videos.rafelamer.com/blender/transparencies5/rotacio_afi_ortoedre.blend
https://videos.rafelamer.com/blender/transparencies5/exemple5-27.blend
https://videos.rafelamer.com/blender/transparencies5/moviment_helicoidal_ortoedre.blend

u 1 2 1 7 1 2 -1 2 X 3 1 2 -1 2 X
BarcelonaTECH w 2 —8 -1 2 2 Z -2 -1 2 2 Z
ESEIAAT Escena 3D
Algebra Lineal
Rafel Amer
o P
Vicen Sales Exemple 5.28 La transformacio afi T de lespai B, ve donada per
osep Tuduri
Pagina 142 de 205 u 2 1 1 2 2 X
v)=12]+ 3 2 1 =2 vy,
w 2 -2 2 -1 z

comprovem que es tracta d'un moviment helicoidal i trobem els elements que el caracteritzen.

Tal com hem fet a lexemple 5.22, trobem que la transformacid lineal associada

u 1 1 2 2 X
vl=3 21 2|y
w -2 2 -1 z
és una rotacié definida pel quaternié unitari
1
q= Lyl o0,

FETETRTE

per tant es tracta de la rotacié de 109.471° al voltant del vector w = (1,1, 0).

Aleshores, T és la rotacid al voltant d’'una recta o un moviment helicoidal. En tots dos casos, fem una rotacio6 al voltant d’'una recta amb
Isaac Barrow vector director 0 = (1,1,0); en el cas de la rotacio, els punts d’aquesta recta compleixen T(x,y,z) = (x,),z) i, en el cas del moviment
helicoidal, T(x,y,z) = (x,y,z) + A(1,1,0).


https://videos.rafelamer.com/blender/transparencies5/moviment_helicoidal.blend

Resolem, doncs, el sistema dequacions

e 2 1 2 2\ /[x X 1
BarcelonaTECH 21+3 21 -2 yI|=1y]t Al ’
T ESEIAAT 2 -2 2 -1 z z 0
Algebra Lineal triangulant la matriu corresponent:
Frarl\qcifseé/&\)rgﬁ:eras
Julian Pfeifle
vicen, Saiee -2 2 231-6 -2 2 2]31-6
Pagina 143 de 205 2 —2 —2 3/1 - 6 ~ 0 0 0 6/1 - 12
-2 2 —4 —6 Fy~Fy+F; 0 0 -6 -3
2~F3—Fy
Aquest sistema és compatible només si, 64 — 12 = 0, és a dir, 4 = 2 i la solucié és
x=1+t
—2x+2y+2z=0 | x=1+y| _
—6z=-6)" z=1 ’ Y=
z=1

Per tant, T és el moviment helicoidal de 109.471° al voltant del la recta que passa pel punt p, = (1,0, 1) i té vector director w = (1,1,0) i
translacio donada pel vector u=(2,2,0). Escena 3D Escena 3D

Translacié

5
Una translacié de vector t = (X, Yy, Zo) és una transformacié afi de la forma

u X+ X
V=1 Yt
w Z+ z,

Escena 3D

Richard Phillips
Feynman


https://videos.rafelamer.com/blender/transparencies5/exemple5-28.blend
https://videos.rafelamer.com/blender/transparencies5/exemple5-28b.blend
https://videos.rafelamer.com/blender/transparencies5/translacio_ortoedre.blend
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Pafnuty Lvovich
Chebyshev

6 Diagonalitzacié

Considerem el sistema dequacions diferencials

x'(t) = x(t) + 2y(t)} (6.1)

y'(t) = 2x(£) + y(1)
és a dir, hem de trobar dues funcions x(t) i y(¢) tals que les seves derivades compleixin les igualtats 6.1. El més habitual és representar

aquestes equacions en forma matricial per
x\ (1 2\(x
y) \2 1)\y

Per resoldre aquestes equacions diferencials, fem el canvi de variables, en aquest cas, d’incognites, definit per
u\ (1 -1)\(x Jon u\ (1 -1)\(x
v)=\1 1)y o o)=\1 1)\y)"
Aleshores, lequaci6 6.1 es transforma en
a\ (1 —1\(x) (1 -1\(/1 2\(x\ (1 —1\/1 2\(/1 -1\ ' (u
o/ \1 1)\y) 1 1){2 1/\y 1 1/\2 1J\1 1) \v
(-1 1\1{ 1 1\[(u)_ (-1 0
~\ 33)2\-11)\v)"\ 03 ’
és a dir, les funcions u(t) i v(t) han de complir les equacions

u'(t):-u(t) ) i _ 10 y
v'(t)=3v(t)} obé (o)‘( 0 3)(v> (6.2)

c &

que s6n molt més senzilles.



Es immediat comprovar que les funcions de la forma

— Aot
e u(t) = Ae
BarcelonaTECH U(t) = B€3t

ESEIAAT son soluci6 d’aquestes equacions. D'on resulta que
Algebra Lineal

Rafel Amer X _ 1 _1 - u _ 1 1 1 Ae_t
"ian i y) \1 1 v/~ 2\-1 1)\ B )’
Viceng Sales

Josep Tudurf £ : i
osep Tudr és a dir, totes les funcions de la forma
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Ae! + Bedt
x(t) = Aae T+ be
2
—Ae~t + Be3t
y() = AT

sOn solucié del sistema 6.1.

Observacié 6.1 Daquest exemple ens hem de quedar amb el fet segiient, el canvi

(£)-(: 1))

ens ha permes transformar les equacions inicials en unes de molt més senzilles i amb la pregunta: d'on ha sortit aquest canvi?

L

Observem que la resposta no és molt dificil. Donada la matriu

(1)

A =QAQ! obé A =ClAC

necessitem una matriu Q tal que

sigui una matriu diagonal, on Q=1 = C.
Una altra qiiestid és com podem trobar aquesta matriu?
Observem, també, que hem obtingut la formula del canvi de base per a transformacions lineals en un context completament diferent.

Ernst Eduard Kummer
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Yuri Ivanovich Manin

Aquest és el problema central de la diagonalitzacié: donada una matriu A, trobar una matriu invertible C tal que

A =ClAC
sigui una matriu diagonal. Com que aquesta és la férmula del canvi de base per a transformacions lineals, el podem enunciar de dues
maneres.

(0 vvvvv—
Definici6 6.2 (a) Direm que una matriu quadrada A és diagonalitzable si existeix una matriu invertible C tal que

A =ClAC

sigui diagonal.
(b) Direm que una transformacio lineal T de V5 o V; és diagonalitzable si existeix una base de B" de 5 o 14 tal que la matriu de T en la
base B’ sigui diagonal.

Per veure com es resol el problema, tornem a considerar la matriu

=2 5)

(o la transformacio lineal de 15 que en la base canonica té matriu A) i, plantegem-lo pas a pas.
(3 3
1 2
-1
(oc 0) _ (xl x2> (1 2)(x1 x2>
0 g Y1 W2 2 1)\n »n)°
(xl x2)<oc 0) B (1 2><x1 x2>
i »/J\0 B 2 1)\y» »n/)

Hem de trobar una matriu

o una base B" = {(xy, 1), (x,, ¥,)} tal que

que també es pot escriure com a



Si igualem terme a terme, obtenim dos sistemes dequacions

UF X+ 2y =ax, ; X, + 2y, = Bx;
BarcelonaTECH 2x1 + yl = ayl 2x2 + y2 = ;8)’2 .

ESEIAAT
Algebra Lineal

(6.3)

Observacio 6.3 En aquest punt, és important notar que tant x;, y; i @, d’'una banda, com X,, y, i 8, de l'altra, son solucio6 del sistema
Rafel Amer @@ N .

Fi C

rapcesc Carera dequacions

Viceng Sales

Josep Tuduri X + 2y = lx
Pagina 147 de 205 2x +y = /ly

0, en forma matricial,
1 2 X X
(2 1><y)_l<y>’ (64

que és el sistema dequacions basic de la diagonalitzacio.
Observem, també, que aquest sistema dequacions és homogeni i, si és compatible determinat, la seva soluci6 sera x = 0iy = 0. Pero,
aquests valors no ens serveixen com a X;, y; 0 X5, )5, ja que la matriu C ha de ser invertible.

Per tant, les solucions del sistema 6.4 que ens interessen son les que sobtenen quan és compatible indeterminat, és a dir, té solucions no
nulles. Ara bé, com que, aquest sistema es pot escriure

1-Dx+2y=0 be <1—/1 2 )(x)_(O)
2x+(1=A)y=0 0 Pe 2 1-2)\y) ™ o)

‘1—1 2 ‘

sera compatible indeterminat si

— N2 _ 4 — )2 _ 2 =
D =a-r-a=R-22-3=0

Les solucions d’aquesta equaci6 de segon grau s6n

Julius Pliicker 1= 24412 _ 2+1/16 2+4 {3

2 - 2 2



Recordem que A ens dona els valors de a i 8, per tant, tenim que a = 3i 8 = —1 (també haguéssim pogut escollira = —1i8 = 3,ésa
dir, hi ha maltiples opcions). Un cop trobats a i 8, hem de determinar (x;,y;) i (x,,),), pero de 6.3, tenim que s6n soluci6 dels sistemes

dequacions

BarcelonaTECH

ESEIAAT X1 + 2y1 = 3x1 ; Xy + Zyz ==X,
Algebra Lineal 2x, +y; =3y, 2x5 + Y, = =),

Rafel Amer
Francesc Ca_rfrleras

Julian Pfeifle . . . . .

Vine Saes Per resoldre el primer sistema dequacions, triangulem la seva matriu:

osep Tuduri
Pagina 148 de 205 (_2 20 ~ -2 20

2 =210 N 0 00
Fy~Fy+F,

ila solucid del sistema és x; = y,. Aleshores, escollim x; =1iy, = 1.
Repetim el procés per resoldre el segon sistema dequacions:

(2 20) N(z 20)
220/, o.p \0 00
i la solucié del sistema és x, = —y,. Aleshores, escollim x, = -1iy, = 1.

Per tant, podem donar el resultat de dues maneres diferents:
e La matriu

és diagonalitzable i la matriu

compleix que

Roger Penrose

és diagonal.



e La transformacio lineal T de V5 que en la base canonica ve definida per la matriu

T: . (1 2)
BarcelonaTECH 2 1
ESEIAAT diagonalitza en la base B" = {(1,1),(—1, 1)}, és a dir, la matriu de T en la base B’ és
Algebra Lineal 3 0
Rafel Amer A' et ( ) .
o Bt 0 -1

Viceng Sales
Josep Tuduri

"Pagina 149 do 2051 Observacio 6.4 El procediment que hem descrit anteriorment és completament valid per a qualsevol matriu quadrada, tot i que en aquest
% @ tema ens restringirem a matrius dordres 2 i 3, o qualsevol transformacié lineal de V; o 14.
Considerem, doncs, una transformacié lineal de 15 o 15 i sigui A la seva matriu en la base canonica. O considerem directament una matriu
quadrada A dordre 2 o 3:

1 2 3

al a2 a a7 o

A=1 71 obé, A=|dl & &
al a

2 @4 ad a2 o

3 a3 03

Per diagonalitzar-les, haurem de trobar solucions amb (x, y, z) no nul del sistemes dequacions

J 2\ x . al a2 a}\ [x x
( 1 %)( )=A( ) i a aa ally|=4y]. (6.5)
@ B\ Y ai a3 a3/ \z z

yg Definicio6 6.5 El polinomi p(1) = det(A — AI), és a dir,

1_1 a2 a3
3 a -1 a2 , a; 1 1
David Bryant Mumford p(/l) = la% a% i /1 ’ (0] be, p(ﬂ,) = a% a% - /1 a%

1 2 3
az a; a3—4

sanomena polinomi caracteristic de la matriu A i de la transformacio lineal T.
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Gaspard Monge

Les arrels del polinomi caracteristic sanomenen valors propis de la matriu A (i de la transformacié lineal T). Son els tnics valors de A per
als quals els sistemes dequacions 6.5 sdn compatibles indeterminats, és a dir, tenen solucions no nulles.

Per a cada valor propi 4, les solucions no nulles de 6.5 s'anomenen vectors propis amb valor propi 4 i al conjunt de totes les solucions
l'anomenarem subespai propi amb valor propi 4 i el representarem per S;.

Exemple 6.6 La matriu de la transformacié lineal de V5 en la base canodnica és

0 -4 6
A=[-1 3 -6
-1 4 -7

Calcul d’una base de 15 formada per vectors propis i de la matriu diagonal corresponent.

En primer lloc, hem de calcular el polinomi caracteristic d'aquesta matriu:

—1 -4 6
p)=|-1 3-2 -6
-1 4 -7-2

= AB=-A)(-7—-2)—24—-24+6(3—-21) =241 —4(=7 = 1)
=B —424+211—48 +18 — 61 — 241 + 28 + 41
=B —-42-51-2.

Els valors propis d’aquesta transformacid lineal son les arrels del polinomi caracteristic. La primera, hem de buscar-la pel meétode de Ruffini:

Les altres dues arrels sobtenen en resoldre lequacié 4% + 34 + 2 = 0 (hem canviat els signes):

LoT3xVo-8 241 321 _{—1
= . = = =

2 2 -2




Observem que només hi ha dos valors de 4 per als quals el sistema dequacions 6.5 és compatible indeterminat, 1, = —1il, = —2iqueel

e primer ens ha sortit repetit. Aleshores, direm que 4; = —1 té multiplicitat 2.
BarcelonaTECH
ESEIAAT Per trobar els vectors propis amb valor propi 4; = —1, hem de resoldre el sistema dequacions
Algebra Lineal 0 —4 6 X X 1 —4 6 X 0
FraJr\EE%S)E%%raS -1 3 —6 y = — y (0] bé _1 4 _6 y = 0 ,
oot s -1 4 -7/ \z z -1 4 —6/\z 0
Pagina 151 de 205 on hem passat els termes de la dreta de la igualtat a lesquerra.
Per resoldre aquest sistema dequacions, triangulem la matriu corresponent
1 -4 6|0 1 -460
-1 4 —-6|0 ~{0 000
~1 4 =6 0/prer, \O 0 00
F3~F3+F)
La solucid és el pla vectorial dequacié x — 4y + 6z = 0 i, és evident que els vectors {(4, 1,0), (—6,0, 1)} formen una base del pla S_;.
Per trobar els vectors propis amb valor propi 4, = —2, hem de resoldre el sistema dequacions
0 -4 6 x b 2 =4 6 X 0
-1 3 —6]|ly|=-2|y o bé -1 5 —6]ly|=1|0
-1 4 -7 z z -1 4 -5 z 0
@ Per resoldre aquest sistema dequacions, triangulem la matriu corresponent
‘; 2 -4 6|0 2 -4 6|0 2 -4 6|0
Augustus de Morgan - 1 5 _6 0 = O 6 _6 0 = 0 6 _6 O
—1 4 =5 0/)p2mer, \O 4 —40 0 0 00

F3~2F3+F) F3~3F3-2F,



Les solucions d’aquest sistema formen una recta vectorial de la que podem trobar una base facilment:

i 2x—4y+6z=0 X=—-z
—— 5
Barcelona TECH 6y —6z=0 y=z

ESEIAAT
Algebra Lineal
robc Carr Es immediat que
B, = {(45 1’ 0)5 (_67 0: 1)5 (_17 1’ 1)}

Francesc Carreras
Julian Pfeifle
Viceng Sales
Josep Tuduri

i{(=1,1,1)} és una base de la recta vectorial S_,.
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@@ és una base de V5 i que
4 -6 —1\"'/ 0 -4 6\[4 —6 -1 -1 0 0
A=1 0 1 -1 3 -6 1 0 1)|= 0 -1 O
O 1 1 -1 4 -7 o 1 1 0O 0 -2
Dit d’'una altra manera, donada la transformacio lineal de 1; donada per
u 0 -4 6 X
v]|=|-1 3 -6 vy, (6.6)
w -1 4 -7 z
hem trobat un canvi de base de manera que si fem
u' 4 —6 -1\ [u x' 4 —6 -1\ [x
v l=l1 0 1 v i y =11 0 1 vy,
» w’ 0 1 1/\w z' 0 1 1/\z
3 la igualtat 6.6 es transforma en
_ T u' -1 0 0)\/x
Giordano Bruno U’ — 0 _ 1 0 y,
' 0 0 -2/\zZ



e Proposicio6 6.7 Sigui T una transformacio lineal de V; o de V5, aleshores

7 . . . 7 . . . =

Baroolons TECH (a) A és un valor propi de T si, i només si, existeix algun vector no nul u tal que
_— — -

ESEIAAT T(u)=Au.
Algebra Lineal (b) Si i és un vector propi amb valor propi A, es compleix que

Rafel Amer = =
e ien Pt T(u)=Au.

Viceng Sales

Josep Tuduri
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Diagonalitzacio en dimensio 2

Sigui A una matriu quadrada dordre 2 amb coeficients reals, que podem suposar és la matriu d’'una transformacio lineal T de V5. Les opcions
que apareixen quan la volem diagonalitzar sén les segiients:

(a) Sité dos valors propis reals i diferents A, i A,, tindrem dues rectes diferents de vectors propis i és diagonalitzable.

(b) Si té un valor propi A; amb multiplicitat 2, només és diagonalitzable si la matriu A és un multiple de la identitat i, en aquest cas, la base
canonica és una base de vectors propis.

(c) Si té dos valors propis complexos conjugats, la transformaci6 lineal T no és diagonalitzable. Des del punt de vista de la matriu A, podriem

trobar una matriu invertible C amb coeficients complexos tal que A’ = C~1AC és diagonal amb els valors propis a la diagonal.

Observacié 6.8 Els girs d'angle a amb a # 0, 7, és a dir, sin a # 0, no son diagonalitzables.
Sabem que la matriu del gir en la base canonica és
cosa —sina
]
sina  cosa

cosa—A —sina
sin o cosa—A

per tant, el seu polinomi caracteristic és

Oswaldeblen p(l) - == lz - 2 COS C(/l + 1
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B

Grigori Perelman

iles seves arrels

1 2cosaxV4cosla—4 2cosa+V—4sina  2cosa =+ 2isina cosa+isina

2 2 N 2

cosa—isina

per tant, no és diagonalitzable.

Diagonalitzacio en dimensio 3

Sigui A una matriu quadrada dordre 3 amb coeficients reals, que podem suposar és la matriu d’'una transformacio lineal T de V5. Les opcions

que apareixen quan la volem diagonalitzar son les segiients:

(a) Si té tres valors propis reals i diferents A, A, i A5, tindrem tres rectes diferents de vectors propis amb els generadors de les tres rectes
linealment independents i és diagonalitzable.

(b) Si té un valor propi real A, amb multiplicitat 2 i un valor propi 1, # A,, tindrem una recta vectorial amb valor propi 1, generada pel
vector U i dues possibilitats:

e Si el subespai propi amb valor propi 4, és un pla vectorial amb base {ii,, ii,}, aleshores B’ = {ii;, ii,, U} és una base de vectors propis
i la matriu A és diagonalitzable.

e Si el subespai propi amb valor propi 4, és una recta vectorial, la matriu A no és diagonalitzable.

(c) Si té un valor propi real 1, amb multiplicitat 3, només és diagonalitzable si la matriu A és un multiple de la identitat i, en aquest cas, la
base canonica és una base de vectors propis.

(d) Si té un valor propi real i dos valors propis complexos conjugats, la transformacié lineal T no és diagonalitzable. Des del punt de vista de
la matriu A, podriem trobar una matriu invertible C amb coeficients complexos tal que A’ = C~AC és diagonal amb els valors propis a
la diagonal.

Exemple 6.9 Estudiem si la matriu

-1 -3 2
A= 1 3 -1
-4 -4 4

és diagonalitzable.



El polinomi caracteristic d'aquesta matriu és
-1-1 =3 2

Barcelona TECH p(A) = 1 3-4 -1 |=(-1-AB-D4-1)-12-8+8B3-D)+41+)+34-1)
e 4 -4 4-2
Algebra Lineal =(-1-ADP=-71+12)—20+40 -T2 = -V +71—-12 =P+ 72 - 121 +20- 71
Ff‘l“g"‘ﬂ =B +62-121+38.
Joson Tudr Trobem la primera arrel daquest polinomi pel métode de Ruffini:
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-1 6 —12 8

Les altres dues arrels sobtenen en resoldre Iequacié 4> — 44 + 4 = 0:
1= 4+y16—-16 40 |2
B 2 2 2
per tant, aquesta matriu té el valor propi 4; = 2 amb multiplicitat 3. Com que A no és un multiple de la identitat, no és diagonalitzable.

Proposicié 6.10 Si A i A’ estan relacionades per la formula del canvi de base, és a dir, A' = C"1AC, es compleix que

det(A — AI) = det(A' — AI).

Observacid 6.11 Les rotacions dangle a amb a # 0, 7 de V5 no son diagonalitzables.
Les matrius en la base canonica de les rotacions sén molt diverses, perd sabem que sempre existeix una base ortonormal positiva

B = {ﬁl’ﬁzs{%}

Erhard Schmidt

en la que la matriu de la rotaci6 és
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Nicolas de Condorcet

1 0 0
A =10 cosa —sina
0 sina cosa
La proposici6 anterior ens diu que podem calcular el polinomi caracteristic de la rotacid a partir de la matriu A’ i és immediat que

1-1 0 0
pA)=| 0 cosa—A1 —sina |=1 -2 —-2cosal+1)
0 sin o cosa—A

i el seus valors propis 4; = 1,1, = cosa +isinail; = cosa — isina. Com que tenim dos valors propis complexos conjugats, les rotacions
no son diagonalitzables.

Diagonalitzacié de matrius simétriques

En diferents aplicacions de la diagonalitzacié a la mecanica, lestadistica, la geometria el que ens interessa és diagonalitzar matrius simétriques.
En mecanica, el tensor d’inércia, en estadistica, la matriu de covariancia i en geometria, les matrius de les parts quadratiques de coniques i
quadriques, son matrius simétriques i, els seus valors i vectors propis tenen un especial significat.

Definici6 6.12 Una transformacié lineal de V5 o 15 és simeétrica si la seva matriu en la base canonica és simeétrica. J

Si una transformacié lineal T de V5 o V; és simétrica, per a qualsevol parella de vectors i, U € V, es compleix que
u-TW)=TW)-0U.
N’hi ha prou que observem que, en el cas de V3, si i = (x1,;) i U = (x;,),), aleshores

i-T@) = (x yl)A(x2> i T(ﬁ)-5=lA(x1)lt<x2)=(xl yl)AtG;):(xl yl)A(x2>

Y2 3! Y2 Y2
ja que A és simetrica.
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Edmund Georg
Hermann Landau

Proposicio 6.13 Vectors propis duna matriu o duna transformacio lineal simétrica corresponents a valors propis diferents son
perpendiculars.

D—

Sigui T una transformaci lineal simétrica de 5 0 V} i il i U vectors propis de T amb valors propis 1, i 4, (1; # 4,). Aleshores,
M- 0) = (A) - 0=T@W) - 0= T(0) =1-(10) = L, V),
és a dir,
(4 =)@ -0)=0.

Com que A; # A,, haura de ser - U = 01 i U s6n perpendiculars.

Teorema 6.14 Teorema espectral

(a) Tota transformacio lineal simétrica de V; o de V5 té bases ortonormals de vectors propis.

(b) Donada qualsevol matriu simétrica amb coeficients reals, sempre és possible trobar una matriu ortogonal C tal que
A =C7lAC = C'AC

és diagonal.

A

Exemple 6.15 Diagonalitzem ortogonalment la matriu

Il
— =N
— N
N =

El seu polinomi caracteristic és

pMH=| 1 2-2 1 |=Q-=-2)>*+1+1-32-2)
1 1 2-2

=8—1214+612 - +2—-6+31=-1P+612-91+4.



Trobem la primera arrel d’aquest polinomi pel métode de Ruffini:

UF -1 6 -9 4
BarcelonaTECH

1 -1 5 —4
ESEIAAT
Algebra Lineal ‘ -1 5 —4 0
. Rafel /&\:mer E——
rag;‘iucclijnnzgéﬁgas Les altres dues arrels sobtenen en resoldre Iequacié 1> — 54 + 4 = 0:
Josep Tuduri
T /1251\/25—16:51\/6:513: 1
2 2 2 4
per tant, aquesta matriu té els valors propis 4; = 1 amb multiplicitat 21 4, = 4.
Per calcular els vectors propis amb valor propi 4; = 1, hem de resoldre el sistema
211 X X 111 X 0
1 211ty]l=1lvYy o bé 11 1)ly]=(0
11 2 z z 111 z 0

Es evident que els vectors propis amb valor propi A; = 1 formen el pla vectorial dequacié x + y + z = 01 que {(1,0,—-1), (0,1, —1)} és una
base d’aquest pla.

Draltra banda, per trobar vectors propis amb valor propi 4, = 4, hem de resoldre el sistema

211 X X -2 1 1 X 0
12 1|lyl=4|y 0 bé 1 =2 1|lyl=(0],
. 112 z z 1 1 =2 z 0
% M i ho fem triangulant la matriu corresponent:
Dennis Parnel Sulfvan -2 1 1]0 -2 1 1]0 —2 11/0
1 -2 10 ~ 0 -3 30 ~ 0 -3 3|0
11 =2{0/pmamerr \ 0 3 =310/, o\ 0 000

F3~2F3+F1



La solucié ve donada per

e —2x+y+z=0}. —2x+z+z=0}. xzz}
Barcelona TECH —3y+3z=0 y=z , y=z
 ESEIAAT iel vector (1,1, 1) és un generador de la recta de vectors propis amb valor propi 4, = 4.
Algebra Lineal Labase B = {(1,0,—1),(0,1,—1),(1,1, 1)} és una base de vectors propis de la matriu A i compleix que el vectors (1,0,—1) i (0,1, —1), que
Franeose Ganeras tenen valor propi 4; = 1 sén perpendiculars al vector (1,1, 1), que té valor propi 4, = 4.
‘j’:u,ésle:”:?:?z%'g}e? Per trobar una base ortonormal de vectors propis hem d’aplicar el métode de Gram-Schmidt als vectors (1,0,—1) i (0,1, —1) per tal
“pagina 159 de 205 dobtenir-ne dos de perpendiculars:
v, = (1,0,—1)
v, = (0,1,-1) — ©1-1)(1,0,71) (1,0,—1) = (0,1, —1) — =(1,0, —1)
(1,0,-1)-(1,0,-1) 2

1
= 2(-1,2,-1) = (1,-2,1).

Aleshores,

B = {%(1,0, _1), %(1, —2,1), %(1, 1, 1)}

és una base ortonormal de vectors propis de A.

La matriu del canvi de base de B’ a la base canonica és

V3

0 —

—_

TS

C =

ﬁ és a dir, hem trobat una matriu ortogonal C tal que

Grigori Perelman

-

w
—

A = C71AC = C'AC =

S O =
(=R I )
~ O O
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7 Coniques i quadriques

Comencem aquest capitol amb uns quants exemples d’utilitzacio dels canvis de coordenades en les coniques, perd des d’'un punt de vista
diferent al que haviem vist al capitol 4.

Exemple 7.1 Anem a estudiar la hipérbola que té el centre en el punt C = (3, 1), un focus en el punt F = (5,—3) iel vertexa V = (2, 3).
Si representem graficament aquests tres punts, sembla que no tenim gaire dades sobre la hipérbola. Recordem, perd que l'eix principal
d’una hiperbola és la recta que passa pels focus i el centre i que 'eix secundari és la recta perpendicular a leix principal que passa pel centre.
Representem, doncs, aquestes dues rectes i, a més, prenem-les com a eixos de la referéncia R'.

34 oV =(2,3)

1 «C=(3,1)

T T T T
9 -8 =7 6 =5 4 3 2 1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 9 -8 =7 6 =5 4 3

-3 oF =(5,-3)

Centre, focus i vertex Eixos principal i secundari
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Jakob Steiner

Leix principal de la hipérbola passa pel centre i té vector director CF=F-C= (5,-3)—(3,1) = (2,—4) ~ (1, —2), mentre que el vector

director de l'eix secundari ha de ser perpendicular a CFi, per tant, sera (2, 1). Aleshores, la referéncia principal de la hiperbola és

% =], 1);%(1,—2), %(z, 1)} .

Es evident que les coordenades de C en la referéncia R’ sén C = (0,0) 4/, ja que C és l'origen d’aquesta referéncia i, tenint en compte que,

d(C,F) = ||CF|| = V4 + 16 = V20 = 2/5

d(C,V)=[[CV]|=V1+4=1/5,

resulta que F = (2\/§, 0)p iV = (—\/E, 0)g/-

Draltra banda, la semidistancia focal, el semieix real i el semieix imaginari de la hipérbola sén

¢c=d(C,F) =25
a=d(C,V)=1/5
b=Vc2—a2=1+/20-5=1/15,

és a dir, l'equacio de la hipérbola en la referéncia principal o equacié reduida és
x/2 yrz )
a> b?

12 !
X
obé, -2
5

15

2

1.

Evidentment, l’altre focus de la hipérbola és el punt F' = (—2\/5, 0)g: i laltre vértex és el punt V'

asimptotes de la hipérbola en la referéncia R’ sén
bx"+ay' =0, és a dir,
que, simplificades, es converteixen en

\/Ex’+y’=0 i

\/Ex’i\/gy’ =0,
\/gx’—y’ =0.

= (\/g, 0)%:. Les equacions de les



Ara ja podem representar graficament les asimptotes i, finalment, la hiperbola

1T
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Per acabar, calcularem lequacié de la hipérbola i de les seves asimptotes en la referéncia canonica. Per aixd, hem de comencar amb les
equacions del canvi de coordenades

()04 22065)
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Francesco Brioschi

Pero necessitem tenir (x’,y") en funcio de (x, ), aleshores,

()= [ D056 DE)-CI-FE)56 D6)

és a dir,
¥ = —1+x-2y
Vs
y = -7+2x+Yy
Vs

Tenint en compte que l'equaci6 de la hipérbola es pot escriure 3x'2 — y'? = 15, resulta que la seva equacié en la referéncia canonica és

2 2
—1+x-2 =7+ 2x+
Vs Vs
3(1+ x> +4y* —2x+4y —4xy) 49+4x%+y> —28x — 14y +4xy _

5 5
34 3x? 4+ 12y% — 6x + 12y — 12xy — (49 + 4x% + y? — 28x — 14y + 4xy) = 75

15

x? 4+ 16xy — 11y% — 22x — 26y + 121 = 0.
Finalment, les asimptotes son les rectes que passen pel centre C = (3, 1) i tenen vectors directors
By = (a.b)g = (V5,V15),, ~ (L.V3),, ~ (1L,.-2) +V3(2.1) = (1 +2V/3,-2+1/3)
0y = (a,-b)g = (V5,-V15), = (1,—V3),, = (1,-2) V32, 1) = (1 - 2v/3,-2-/3),

és a dir, les equacions continues de les asimptotes de la hipérbola son
x—3 y—1 . x—3 y—1

= 1 = .
1+2¢/3 —2+4/3 1-20/3 —2-1/3




Exemple 7.2 El vértex d’'una parabola és el punt V' = (3, 2) i la seva recta directriu té equacio x + y — 4 = 0. Calculem la seva referéncia
principal, el seu focus, la seva equacié reduida, la seva equacié en la referéncia canonica i representem-la graficament.
Com a lexemple anterior, les dades només son el vértex i la recta directriu. Sabem, pero, que l'eix principal d'una parabola és la recta que

BarcelonaTECH
“ESEAAT passa pel vertex i és parallela a la recta directriu, mentre que I'eix secundari és la recta perpendicular a leix principal que passa pel vertex.
Algebra Lineal Representem, doncs, aquestes dues rectes i, a més, prenem-les com a eixos de la referéncia R’.
Rafel Amer
Francesc Carreras
Julian Pfeifle
Viceng Sales 9 94
Josep Tuduri ]
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2 oV =(3,2)
.
T T T T T T T T T T T T T
-3 -2 -1 1 203 4N 5 6 7 8 9 -3
_1 -
-2 R
X
A
-3 he
No
Vertex i recta directriu Eixos principal i secundari

Leix principal de la parabola passa pel vértex i és parallel a la recta directriu x + y — 4 = 0, per tant, té vector director U; = (1, —1), mentre
que el vector director de I'eix secundari ha de ser perpendicular a 0; = (1, —1) i, per tant, sera U, = (1, 1).

Atle Selberg



L4 . . Y . 2 . . ) . \ /4
Observem que lequacio de la recta directriu en la referéncia R’ passa a ser y’ = ——-Jjaque la distancia del vertex a aquesta recta és

l.
3+2-4 1 42

BarcelonaTECH
ESEIAAT d(V.R) = Vet - T s T
Algebra Lineal “+1 2
Rael Amer i que la referéncia principal de la parabola és
e ien Pt 1 1
Josap T R =4(3,2);—1,-1),—=1,1)¢ .
NG
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A més, el parametre de la parabola és el doble de la distancia entre el vertex i la recta directriu p = 2d(V,R) = \/5 i lequaci6 de la parabola
en la referéncia principal o equacié reduida és

Pappus of Alexandria




Per acabar, calcularem lequacid de la parabola i les coordenades del focus en la referéncia canonica. Per aixo, hem de comengar amb les
equacions del canvi de coordenades

l -
BarcelonaTECH (x>=<3)+i< 1 1)(3(:[)
ESEIAAT y 2) o \-1 1J\y

Algebra Lineal Aleshores, aillem (x’, y"):
Rafel Amer
rancesc Carreras _1
e ien Poie x’ 1 (11 -3 x 1 (1 —-1\[(/-3 x 1 (-1 1 (1 —-1)\(x
Tosaodn y/=?_11 _2+y=711 _2+y=7_5+711y’
Pagina 166 de 205 , . 2 2 2 2
E— és a dir,
-1 -
N = At X=Y
V2
,  —5+x+y
y=——-=

V2
Tenint en compte que lequacio de la parabola es pot escriure 2\/5 y = x'?, resulta que la seva equacio en la referéncia canodnica és
2V/2(=5+x+y) (—1+x—y)2
V2 2

14 x24+y%2—2x+2y—2x
—104+2x +2y = Y > 4 Y

—20+4x+4y =1+ x>+ y?> —2x + 2y — 2xy

x> —2xy+y*?—6x—2y+21=0.

Les coordenades del focus en la referéncia principal de la parabola sén F = (O, 4)32” aleshores, en la referéncia canonica tindrem que

Topen=(3):

Anicius Manlius
Severinus Boéthius

—(3,2)+0- —(1,-1) +
\/_
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Felix Hausdorff

Exemple 7.3 Els focus d’una ellipse son els punt F = (5,—1) i F' = (=3, 7) i el semieix major a = 5\/5. Anem a calcular la seva referéncia
principal, la seva equacié reduida, la seva equacio en la referéncia canonica i representem-la graficament.
El centre d’'una ellipse és el punt mitja del segment que uneix els dos focus, és a dir,

5-3 =-1+7
(5-=7)-a.
A més, 'eix principal d’'una ellipse és la recta que passa pels focus i el centre i que I'eix secundari és la recta perpendicular a leix principal
que passa pel centre. Representem, doncs, aquestes dues rectes i, a més, prenem-les com a eixos de la referéncia R’.

C =

oF' =(=3,7) 71

34 o(C=(1,3)

T
-9 -8 -7

Focus i centre Eixos principal i secundari



Leix principal de lellipse passa pel centre i té vector director CF=F-C = (5,-1)—(1,3) = (4,—4) ~ (1,—1), mentre que el vector
T director de I'eix secundari ha de ser perpendicular a CF i, per tant, sera (1, 1). Aleshores, la referéncia principal de lellipse és

BarcelonaTECH . 1 1
ESEIAAT R =11,3);—=@1,-1), =1, 1)¢ .
Algebra Lineal \/E \/5
Rl pmer Es evident que les coordenades de C en la referéncia R’ sén C = (0,0) 4/, ja que C és l'origen d’aquesta referéncia i, tenint en compte que,

Julian Pfeifle —
oo ool ¢=d(C,F) = |ICFl| =16 + 16 = V32 = 42

Logna1e8de 208 resulta que F = (42, 0)%’ i que laltre focus és el punt F' = (—4/2, 0)g:-

El semieix menor de lellipse ve donat per

P=a?—-c2=50-32=18 i b=32

i lequacio reduida de lellipse és

Amb aquestes dades, sabem també les coordenades dels quatre vertexs en la referéncia principal R’ i en la referéncia canonica:

V= (5V2.0)5 = (1,3) + 5V2- %(1, ~1)+0- %(1, 1) = (6,-2)

V= (=5V2,0)% = (1,3) — 5v/2- (1 ~1)+0- T(l 1) = (—4,8)

%= (0,3V2) = (1,3) +0- %(1, —1)+3v2- %(1, 1) = (4,6)

Michael Francis Atiyah

= (0,—3V2)z = (1,3)+0- \/_1—1)—3\/— —(1,1) = (=2,0)



Amb totes aquestes dades, ja poden representar graficament lellipse
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Per acabar, calcularem lequaci6 de lellipse en la referéncia canonica. Per aixo, hem de comengar amb les equacions del canvi de coordenades

5)=G)rsl)6)
(S C)=50 )G C)=5(E)50 7)6),

Aleshores, aillem (x', y"):

X’ 1( 11
()=l 0)

-1



és a dir,

, _2+x-=Yy
UF =777
V2
BarcelonaTECH 4
ESEIAAT y = 2EXEY
Algebra Lineal \/5
Frariifseé/éigg;ras
Julian Pfeifle
}J/icenQTSZIeS' 2 2
uri . 5 o7 > o . . . .
e Tenint en compte que lequacid de lellipse es pot escriure, multiplicant els dos costats per 450, 9x'“ + 25y'“ = 450, la seva equacié en la

Pagina 170 de 205 \ . . \
_— referéncia canonica sera

2 2
2+x— —4+x+
9(—y) + 25 (—y) = 450

V2 V2

9(4+x2+y2+4x—4y—2xy)+25(16+x2+y2—8x—8y+2xy)
2 2

9(4 + x2 + y? + 4x — 4y — 2xy) + 25(16 + x> + y? — 8x — 8y + 2xy) = 900

=450

34x% + 32xy + 34y* — 164x — 236y — 464 = 0

Observacié 7.4 En els tres exemples anteriors lequaci6 de la hiperbola, la parabola i lellipse és una equacié completa de segon grau amb les
variables o incognites. Aixi com la representacié geomeétrica d’'una equacié de primer grau amb dues variables és sempre una recta, amb les
equacions de segon grau podem obtenir diferents figures geometriques, com ellipses, hiperboles o paraboles.

Lobjectiu de les segiients seccions sera la identificacié de la figura geometrica i dels elements caracteristics dels punts del pla que sén solucié
d’'una equacid de segon grau, és a dir, del tipus

ax? + 2bxy + cy® + 2dx + 2ey + f = 0.

Benoit Mandelbrot

Els dosos amb els que escrivim aquesta equaci6 sembla que no tenen sentit, pero a la seccid segiient veurem el perque.
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Coniques i canvi de coordenades

(0 vvvvvvvvév—
Definici6 7.5 Anomenarem conica a qualsevol corba del pla formada per les solucions d’'una equacié polinomica de segon grau del
tipus
ax? + 2bxy + cy? + 2dx + 2ey + f = 0. (7.1)

En aquesta secci6 volem estudiar lefecte d’'un canvi de coordenades

B0 e)() o (5)=m+e3)

en lequacié d’'una conica. Per aixo utilitzarem la forma matricial de lequacié de les coniques, que ens permetra utilitzar les eines de 'Algebra
Lineal per al seu estudi. En particular, podrem trobar els seus eixos, focus i vértexs de manera relativament senzilla.
El punt de partida ens el dona la proposicio segiient.

(0 AA—
Proposicio 7.6 Lequacio 7.1 de les coniques es pot escriure en forma matricial de la forma segiient:

(x y)(Z IZ)(;‘)H(d e)<’y‘>+f=o. (7.2)

Només cal observar que

a b\[x ax+b
(x y)(b c><y>=(x y)(bx_|_ci)=(ax+by)x+(bx+cy)y=ax2+2bxy+cy2

ique

2(d e)(i}c) = 2dx + 2ey.



La forma matricial de la conica x? — 2xy + y?> — 6x — 2y + 21 = 0 és

; )G ()=
+2(-3 -1 +21=0.
BarcelonaTECH (x y) ( -1 1 Yy ( ) y

ESEIAAT (U
Algebra Lineal . ., .
-~ Definicio 7.7 La matrius
o Bt a b i e
Viceng Sales Q = 1 L =
Josep Tuduri b C e

_Pagina 172 de 205 sanomenen matriu de la part quadratica i matriu de la part lineal de la conica.

@@ Aleshores, podem escriure les equacions de les coniques en la forma

X

X'QX+2I'X+f=0  on X=(y

) i f éseltermeindependent.

Proposicio 7.8 Si apliquem el canvi de coordenades X = B + CX' a la conica X'QX + 2L'X + f = 0, obtenim
X'Q'X +2L'X' + f' =0 on Q' = C!QcC, L =CY{QB+L) i f'=B'QB+2L'B+ f.

Només cal veure que és el resultat d'una substitucié
XQX+2'X+f=0
(B+CX)QB+CX)+2l'(B+CX)+f=0
(B'+ X"'C"YQB+ QCX")+2L'B+2L'CX'+ f =0
B'QB + B!QCX’ + X''C'QB + X"'C'QCX’ + 2L'B+ 2L'CX' + f =0
X''C'QCX' +2B'QCX’ +2I!CX' + BIQB+2L'B+ f =0
m— X''C'QCX’ +2(QB + L)!CX' + BIQB+2L'B+ f = 0.
Observem que també podem posar L'* = (QB + L)'C.




Exemple 7.9 Fent servir l'anterior resultat, calculem lequacié de la conica
- 5x2 —6xy —3y* —6x—6y—27=0

BarcelonaTECH en la referéncia
ESEIAAT 1 1

Algebra Lineal R, = {(L 2); _(L 1)5 _(_1, 1)} .
Rafel Amer \/E ﬁ

Francesc Carreras
Julian Pfeifle
Viceng Sales
Josep Tuduri

En aquest cas, tenim que

(33 (@) e el el
Aleshores,

o-eoes 25 -3

reimnare [ 3 3 (B0 )t (L o =(co

f'=B'QB+2LB+ f=(1 2)(_2 _3)<1)+2(—3 —3)<1>—27=—19—18—27=—64
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-3 /\2 2

Per tant, lequaci6 de la conica en la referéncia R’ és

(x Y’)(:i _j)<;€:)+2(—8\/§ —4\/5)(;:)—64:0.

o bé,

Pavel Urysohn

—2x2 —8x'y +4y2 —16\2x —8V2y — 64 =0.



En el grafic seglient podem veure una representacio de la conica i les referéncies canonica i R'.
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Classificacio de coniques

En aquesta secci6 utilitzarem el hem vist sobre coniques i canvis de coordenades per fer-ne un estudi més detallat. El punt clau esta en les
igualtats

Q' =c'QC
Hermanr\}vlélﬁus Hugo LI = Ct(QB + L) (7.3)
f'=B'QB+2L'B+ f.



Observaci6 7.10 Del capitol anterior, sabem que donada una matriu simétrica Q, existeix una matriu ortogonal C tal que Q" = C'QC és

T @@ diagonal i, a més,

BarcelonaTECH Q/ — CtQC — (/11 0 )
_— b
ESEIAAT 0 4,
A A . 7 . . . . , . -5 o
Algebra Lineal on 4, i A, sén els valors propis de la matriu Q. Dit d’'una altra manera, la matriu Q té una base ortonormal de vectors propis B' = {e}, e,}.
Rafel A . . .
Francese Carreras Tenim, doncs, un primer resultat important:
Julian Pfeifle
Viceng Sales
Josep Tudurt (e

e Proposicié 7.11 Si el sistema dequacions QX + L = 0 és compatible i escollim la referéncia R' = {(Xy, Vo) ; €1, €5}, on (Xg, Yo) és una

solucié de QX + L = 0i B’ = {€, &,} és una base ortonormal de vectors propis de Q, lequacid de la conica en la referéncia R’ sera
/11x/2 + Azylz + f’ = 0 ) (7.4)

on Ay i A, sén els valors propis de Q i

=G we(e)ea () s

Les solucions del sistema QX + L = 0 son punts de simetria de la conica, motiu pel qual sanomenen centre o centres de la conica depenent si

. . 7 . . . . \ . bl . . o o7
lanterior sistema és compatible determinant o indeterminat. La referéncia R’ = {(x,, y,); €}, €,} obtinguda tal com es descriu a la proposicié
anterior sanomena referencia principal de la conica.

Si el sistema QX + L = 0 és compatible, ja podem distingir uns quants tipus de coniques en funcid dels signes de 4;, 4, 1 f".
Coniques amb dos valors propis no nuls

Es tracta de coniques amb un tnic centre (el sistema dequacions QX + L = 0 (que a partir d’ara escriurem QX = —L) és compatible
determinat) ja que el determinant de Q és igual al producte dels seus valors propis i, per tant, diferent de zero. Lequacio6 de la conica en la
Pietro Mengol referéncia principal és
Mx?+,y*+f =0,
que en funcié dels signes de 4;, 4, i f’ es pot transformar en una de les equacions reduides segiients:
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Isaac Barrow

Equacions reduides

xIZ yl2 x/2 yIZ
— + F =1 — + ﬁ =—-1
El lipse real Elllpse imaginaria
v v
a> b? a’> b?
Hiperbola Hipeérbola
2 12 12 2
X2 v, X2y,
a’>  b? a’> b2
Rectes secants imaginaries Rectes secants reals

Exemple 7.12 Classificaci6 i calcul dels elements geomeétrics de la conica dequacié
5x2 — 6xy — 3y> —6x— 6y —27=0.

Les matrius i el terme independent d’aquesta conica s6n

Q=(_§ :i) L=<:§) i f=-27.

El polinomi caracteristic de la matriu Q és

_ 5—-1 -3 e a0 12 _
p(/l)—‘ S _3_/1‘_(5 N(=3-2)—9=1—21-24

i els valors propis

_21\/4+96_2¢ 100 2+10 |6
- 2 - 2 2 T )=a

Per trobar els vectors propis, hem de resoldre els sistemes dequacions

(= 3)0)=G) = (L 3)6)=~0)



Per resoldre el primer sistema dequacions, triangulem la matriu corresponent

T (—1 —30) N(—1 —30)
Barcelona TECH -3 970 Fy~F,—3F, 0 00

ESEIAAT
Algebra Lineal

i veiem que té solucié —x — 3y = 0, és a dir, la recta de vectors propis amb valor propi 6 esta generada pel vector (3, —1). D’altra banda,
com que la matriu Q és simétrica, la recta de vectors propis amb valor propi —4 esta generada per un vector perpendicular a l'anterior, per

Rafel Amer

Frapces arteras exemple (1, 3). A més, com que els dos valors propis son diferents de zero, ja sabem que el sistema dequacions QX = —L és compatible
Vi Sal o .
Josep Tudur determinat i anem a resoldre’l
Pagina 177 de 205 ( 5 _3 3) ( 5 —3 3)
- b
3 3.3 Fy3F 45, 0 —24 24

don resulta que el centre és el punt C = (0, —1).
Per determinar 'equacio reduida de la conica, només cal que calculem f”.

f=(0 —1)(_2 :§)<—(1))+2(_3 —3)(_01)—27 = —3+46—27=-24,
per tant lequacié 7.4 de la conica és
6x'2 —4y%? —-24=0,
que amb unes poques simplificacions, es transforma en 'equacié reduida
6x'2 —4y'? =24

6x'2 — 4y .
24 B
x/2 2
I A
4 6

Per tant, es tracta d'una hipérbola amb semieix real a = 2 i semieix imaginari b = 1/ 6. La seva referéncia principal és

-~ 1 1
James Joseph je, = (0, _1) , —(3, —1), —(1, 3)} .
{ V10 V10

Sylvester



La semidistancia focal de la hipérbola és ¢ = V a? + b> = /4 + 6 = 1/ 10, aleshores els focus i els vértexs sén

l »
BarcelonaTECH F = (\/ﬁ, 0)r =(0,—-1) + @(3, -1)=(3,-2)
ESEIAAT \/?_
Alaetra tines F' = (=/10,0)% = (0,—1) — \/—1_°<3, ~1) = (-3,0)
, 10 ,
e T V= @0g = O+ —=G.-1) = —(6, —2-+/10)

V' = (=2,0)pr = (0,—1) — ——(3,—1) = 6,2 —/10
" Vio ol 0210,

Finalment, les asimptotes de la hipérbola son les rectes que passen pel centre i tenen vectors directors (2, i\/g)gl on

B =1L G- ——q, 3)}
V1o V10

Aleshores, les components en la base canonica de vectors directors de les asimptotes son (hem multiplicat per 4/ 10)
0, = 2(3,-1) +V6(1,3) = (6 + V6, ~2 + 3V/6)
0, =2(3,-1) —V6(1,3) = (6 — V6,-2 — 31/6).

Per tant, les equacions de les asimptotes sén

b'e +1
=Y obé, (2-3V6)x+(6+V6)y+6+16=0
6+v6 —2+3V6
i
- X +1
Johanng:[r‘ISZnednch — y 0 bé’ (2 + 3\/6))(: + (6 — \/g)y + 6 — 6=0.

6—-v6 —2-3/6



El grafic de la hiperbola és
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Exemple 7.13 Classificaci6 i calcul dels elements geometrics de la conica dequacid
34x2 + 32xy + 34y? — 164x — 236y — 464 = 0.

Les matrius de la part quadratica i de la part lineal i el terme independent de la conica s6n

Edward Witten

o

34 16
16 34

). 1

[

—82
—118

) i f=-—464.
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Alan Baker

el polinomi caracteristic de la matriu Q

34— 16
PD=1"16" 34_2

'=(34—/1)2—256=/12—68/1+1156—256=/12—68/1+900

i els seus valors propis

/1_68i\/4624—3600_681 1024  68+32 |50
- 2 N 2 2 )18

Per trobar els vectors propis, hem de resoldre els sistemes dequacions

(e 2)0)==0) (6 3)0)=»0)

Per resoldre el primer sistema dequacions, triangulem la matriu corresponent
(—16 16 o) N<—16 160)
16 —16 0 oyt Fy 0O 0/0
i veiem que solucid és —x +y = 0, és a dir, la recta de vectors propis amb valor propi 50 és la generada pel vector (1, 1) i, per tant, la recta de
vectors propis amb valor propi 18 és la generada per un vector perpendicular a l'anterior, per exemple (—1,1). A més, com que els dos valors
propis son diferents de zero, ja sabem que el sistema dequacions QX = —L és compatible determinat i anem a resoldre’l
(34 16 82) N(34 16 82 )
16 34 118 Fy17F,—8F, 0 450 1350

don resulta que el centre és el punt C = (1, 3).
El terme independent de lequacid de la conica en la referéncia principal és

fr=(1 3)(34 16)(1>+2(—82 —118)(1)—464=436—872—464=—900,

16 34 /\3 3
per tant, a partir de lequacié 50x’? + 18y'? — 900 = 0, obtenim I'equacié reduida de la conica
12 12
b
SRS

18 T 50



@ Observem que el primer denominador és més petit que el segon, és a dir, lequacio és del tipus

UP x/2 yrz .
BarcelonaTECH b2 + ? -

ESEIAAT
Algebra Lineal i es tracta d’una ellipse amb semieix major a = /50 = 51/2 i semieix menor b = /18 = 3v/2. Aleshores, els focus estaran sobre leix de les

o fel Amer y' ila semidistancia focal és ¢ = V a? — b? = /32 = 4/ 2.
eso Car
sl?é:r:]QFgglelz

Josep Tuduri La referéncia principal de lellipse és
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R = (1,3);%(1, 1), %(—1,1)} ,

les coordenades dels focus

F=(0,4/2)p = (1,3) +4/2- %(—1, 1) = (=3,7)
2

F' = (0,-42)pr = (1,3) = 42 - —(=1,1) = (5, ~1)
V2

i els vértexs

V= (0,5V2)p = (1,3) + 5V2 - ——(=1,1) = (=4,8)
vz
V= (0,-5V2)g = (1,3) = 52 - —=(~1,1) = (6,~2)
vz

= (32,000 = (1,3) +3V2- %(1, 1) = (4,6)
Vi= (_3\5’ 0)g =(1,3) — 3\/5- i(1, 1) =(-2,0)
V2

John Griggs Thompson

Observacid 7.14 En lexemple 7.3 hem obtingut l'equacié reduida de lellipse a partir del focus i el semieix major, mentre que en aquest
@ exemple hem fet el procés invers, hem trobat tots els elements geometrics de lellipse a partir de lequacio.



Observem, també, que el resultat ens ha sortit equivalent al de l'exemple 7.3, perd no exactament igual. El grafic de lellipse és
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Coniques amb centre i un valor propi nul (1, = 0)

Es tracta de coniques amb infinits centres (el sistema QX = —L és compatible indeterminat) i la seva equacio en la referencia principal és
i Lx?+f =0,
“ on A, és el valor propi no nul de Qi f’ es calcula com a l'apartat anterior. La referéncia principal
N e o R = {(x0,30) 36, )

esta formada per una soluci6 qualsevol (X, y,) del sistema QX = —L i una base ortonormal de vectors propis de la matriu Q, B' = {¢}, &,}.
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I
‘

Henry John Stephen
Smith

En funci6 dels signes de 1, i f', lequacié reduida es pot transformar en una de les segiients:

Equacions reduides

x'? = a? x'? = —a?

Rectes paralleles reals Rectes paralleles imaginaries

x?=0
Recta doble

Exemple 7.15 Si tenim dues rectes paralleles, per exemple 2x +y + 3 = 0i2x + y — 2 = 0 i multipliquem les seves equacions, obtindrem
una equacio6 de segon grau o conica que representa un parell de rectes paralleles.

2x+y+3)(2x+y—2)=0
4x? +2xy —4x +2xy +y? —2y+6x+3y—6=0
4x* +4xy+y*+2x+y—6=0.
De la mateixa manera, donada la recta 2x + y + 3 = 0, si elevem la seva equacio al quadrat, obtindrem la conica anomenada recta doble.
2x+y+3)P¢=0
4x*+y* +9+4xy +12x+ 6y =0
4x? 4+ 4xy + y* +12x + 6y +9 =0.

Coniques sense centre i un valor propi nul (1, = 0)
En aquest cas el sistema dequacions QX + L = 0 és incompatible, per tant, no podem trobar cap referéncia R’ de manera que lequacié de la
conica en aquesta referéncia tingui els coeficients de x’ i de y’ nuls. Recordem pero, que si fem el canvi de referéncia

R' = {(x0,¥0); €1, €2} on, e; = (cr15¢21) i &, = (c12,¢2)
on €, i €, sén una base de vectors ortonormal propis de la matriu Q, els coeficients de x’ i de y’ en lequacié de la conica en la referéncia R’
venen donats per



a b\fcy ¢ ) ( C11 C12 )
+(d
( o Jo ) ( b c ) ( €1 Cx2 ( e) €1 Cx2

: e=@senre=|(3 o))+ ()] (2 o)

BarcelonaTECH

ESEIAAT
Algebra Lineal oo, ) . ) ) o ) - .
T ralAmer Com que ¢ i e, son vectors propis de la matriu Q amb valors propis 4, i 4, i, si a més posem ¢ = (d, e), tindrem que

Rafel Amer
Francesc Carreras

. . g pd
ot L' = (148, - (x0,¥0) + & - 18, - (x0:¥0) + & - €)
Josep Tuduri

ragna 19440 205 Si a més, tenim que 4, = 0, resulta que

L’t=(/11é'1.(x0,y0)+51-€ é’z.g)

Proposicié 7.16 Si A és un valor propi no nul de la matriu Q i i és un vector propi de Q amb valor propi A, lequacié
Mi-(,y)+id-€=0

. . - 7 . . . . .
defineix una recta perpendicular al vector u que és un eix de simetria propi de la conica.

Observacid 7.17 El que podem fer en aquest cas és escollir el punt (x, y,) de manera que sanullin el coeficient de la x’ i el terme independent
@ i aixd ho podem fer perque el sistema dequacions

ax? + 2bxy + cy* +2dx +2ey+ f =0
S (7.5)

té sempre una solucid Unica en aquest tercer cas (conica sense centre).

Samuel Eilenberg

Amb aquesta observacid ja podem enunciar el resultat sobre aquest tipus de conica.
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Janos Bolyai

A
Proposicié 7.18 Si el sistema dequacions QX + L = 0 és incompatible i escollim la referéncia R' = {(xy, Vo) ; €1, €y}, on (xg, Yo) és la
solucié de 7.5 B' = {e;,e,} és una base ortonormal de vectors propis de Q, lequacié de la conica en la referéncia R' sera

A x?+2e'y =0, (7.6)
on A, és el valor propi no nul de Qie' = ¢, - é. Amés, ¢ # 0, la conica és una parabola, el punt (X, y,) és el vértex de la parabola i la
seva equacio reduida és de la forma

Observacio 7.19 Les ellipses i les hipérboles tenen dos eixos de simetria que coincideixen amb els eixos de coordenades de la referéncia
principal. Les paraboles només tenen un eix de simetria que és perpendicular al vector propi amb valor no nul i coincideix amb leix
dordenades de la referéncia principal. Els parells de rectes reals paralleles tenen un eix de simetria propi i infinits eixos de simetria que no
sOn propis.
Exemple 7.20 Classificaci6 i calcul dels elements geomeétrics de la conica dequacié

4x%2 —4xy +y* —30x— 10y + 75 =0.

Les matrius i el terme independent d’aquesta conica so6n

Q:(_‘Z1 f) L=<__1:) i f=75.

El polinomi caracteristic de la matriu Q és

4—1 =2

p(/l)z‘ | me-na-n-4=2-51=20-5)

i els seus valors propis 4; = 5i1, = 0. Per trobar els vectors propis, hem de resoldre els sistemes dequacions

(= 3)0)=6) (L H)6)=0)



Per resoldre el primer sistema dequacions, triangulem la matriu corresponent

T (—1 —20) N(—1 —20)
Barcelona TECH —2 -4]0 Fy~F,—2F, 0 00

_ ESEIAAT i veiem que solucio és x + 2y = 0, és a dir, la recta de vectors propis amb valor propi 5 és la generada pel vector (2, —1) i, per tant, la recta de
Algebra Lineal : o . ; :
o e vectors propis amb valor propi 0 és la generada per un vector perpendicular a 'anterior, per exemple (1, 2).

Rafel Amer
Francesc Carreras
Julian Pfeifle
Viceng Sales
Josep Tuduri

Ara hem de veure si aquesta conica té centre o no i, per aixd hem de resoldre el sistema dequacions QX = —L, del que triangulem la matriu

( 4 =2 15) N<4 —215)
-2 1 5 S 0 0|25

que evidentment és incompatible. Per tant, ja sabem que aquesta conica és una parabola.
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El pas segiient és trobar I'eix de simetria i el vértex de la parabola. Lequacié de leix de simetria és
Mil-(x,y)+id-€=0
5(2,-1) - (x,y)+(2,-1) - (—15,-5) =0
52x—y)—25=0
2x—y—5=0

i, per trobar el vertex, hem de resoldre el sistema 7.5, és adir,
4x? —4xy + y* —30x — 10y +75=0
2x—y—5=0 } '
De la segona equacio aillem y = 2x — 5 i, en substituir a la primera, tenim que
4x% —4x(2x — 5) + (2x — 5)> = 30x — 10(2x = 5)+75=0
4x% — 8x% + 20x + 4x% — 20x + 25 —30x — 20x + 50 + 75 =0

Thales of Miletus
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‘ ]
-\ ‘
Pavel Sergeyevich

Alexandrov

—50x 4+ 150 =0
x=3.
De la igualtat y = 2x — 5, obtenim que y = 1, és a dir, el vértex de la parabola és el punt V' = (3, 1). Aleshores la referéncia principal de la
parabola és

1 1
=4(3,1); —(2,-1),—(1, 2)}
{ Vs Vs
i, per a lequacio de la conica en la referéncia principal només cal calcular

—T(l ,2) - (=15,—5) = ji:—s\/g.

Aleshores, de I'equacié 5x' — 1005 y' = 0, obtenim l'equacio reduida de la parabola

x'?

NE

!/

y:

i el parametre de la parabola, p = \/g

5
El focus de la parabola és el punt de coordenades F = (0, £) , mentre que la seva recta directriu és la recta que passa pel punt
R,

5 . 4 b ] b) \ . \ . 4
F' = (0, —7> i és parallela a leix de les x". Les coordenades d’aquests dos punts en la referéncia canonica s6n
:R/

F= (o, g)y (3,1) + \/_\/1_(1 2)=(2,2)
F = (0,—@)3, @3, 1)——\/_(1 ,2) = ( )

5
La recta directriu passa pel punt F’ = (5, 0) i té vector director (2, —1), per tant, la seva equacio és

2x+4y =5.
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Thomas Young

El grafic de la parabola i els seus elements geometrics és

Classificacio de les quadriques

De la mateixa manera que les coniques son corbes en el pla definides per equacions de segon grau amb dues variables o incognites, les
quadriques son superficies a lespai definides també per equacions de segon grau, perod amb tres variables o incognites.

El desenvolupament d’aquesta secci6 és ideéntic al de la seccid anterior, amb I"inica diferéncia que les matrius, vectors i coordenades que hi
apareixen son en dimensio tres i que hi ha més varietat de quadriques que de coniques.
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Edward Frenkel

Definicié 7.21 Anomenarem quadrica a qualsevol superficie de lespai formada per les solucions d’'una equacié polinomica de segon
grau del tipus

a11X% + apy? + a332% + 2a;,XY + 2a,3XZ + 2a,3yZ + 2byx + 2b,y + 2bsz + f = 0. (7.7)

Observacid 7.22 Lequacid 7.7 de les quadriques es pot escriure en forma matricial de la forma segiient:

a;p A Qg3 X X
( X y Z) alz a22 a23 y + 2 ( bl b2 b3 ) y + f = 0 . (78)
a3 QAp3 Qs Z Z

Definicio 7.23 Les matrius

ap; G Qg3 b,
Q=|apy ay azy 1 L=\ b,
Qi3 Qp3 dsz bs

sanomenen matriu de la part quadratica i matriu de la part lineal de la quadrica.

\

Aleshores, podem escriure les equacions de les quadriques de la mateixa manera que la de les coniques

X

XQX+2'X+f=0 on X=|y]| i f éseltermeindependent.

N

Proposici6 7.24 Si apliquem el canvi de coordenades X = B + CX' a la quadrica X'QX + 2I'X + f = 0, obtenim
X'Q'X +2L'X' + f' =0 on Q' = cC'QcC, L' =CY{QB+L) i f'=B'QB+2L'B+ f.

Com en el cas de les coniques, de vegades farem servir que L' = (QB + L)'C.
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Yutaka Taniyama

Observaci6 7.25 Del capitol anterior, sabem que donada una matriu simétrica Q, existeix una matriu ortogonal C tal que Q' = C'QC és
diagonal i, a més,

A, 0 0
Q=cQqc=(0 2, 0],
0 0 4

on ;, A, i A5 sén els valors propis de la matriu Q. Dit d’'una altra manera, la matriu Q té una base ortonormal de vectors propis B' = {€,, €,, €;}.

Proposici6 7.26 Si el sistema dequacions QX + L = 0 és compatible i escollim la referéncia R' = {(xo, Yo, Zo) ; €1» €2, €3} 01 (Xg» Yo» Z0)

és una solucié de QX = —L i B' = {€), €5, 5} és una base ortonormal de vectors propis de Q, lequacié de la quadrica en la referéncia
R’ sera
MxX? 4+ ,y?%+ 2%+ f =0, (7.9)
on Ay, A, Az son els valors propis de Q i
Xo 2
f'=(x0 Yo z0)Q yo |+2L| ¥o |+ [-
Z0 20

Les solucions del sistema QX + L = 0 s6n punts de simetria de la quadrica, motiu pel qual sanomenen centre o centres de la quadrica
depenent si 'anterior sistema és compatible determinant o indeterminat. La referéncia R’ = {(xy, Vo, Zo) ; €1, €, €5} obtinguda tal com es
descriu a la proposicié anterior sanomena referencia principal de la quadrica.

Si el sistema QX + L = 0 és compatible, ja podem distingir uns quants tipus de quadriques en funcio dels signes de 1;, 1,, 15 i f".
Quadriques amb tres valors propis no nuls

Es tracta de quadriques amb un unic centre (el sistema dequacions QX + L = 0 és compatible determinat) ja que el determinant de Q és
igual al producte dels seus valors propis i, per tant, diferent de zero.
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Mikhail Leonidovich
Gromov

Lequaciod de la quadrica en la referéncia principal és
MX?+,y?+ 2%+ f' =0,

que en funcié dels signes de 4;, 4,, 45 i f’ es pot transformar en una de les equacions reduides segiients:

Equacions reduides

L e ———)
x/2 y12 ZIZ x/2 y/z ZIZ x/2 yrz Z/2
2 RTest 2Tr et 2w &
EMipsoide real EMipsoide imaginari Hiperboloide d’una fulla
x/2 yIZ Z/2 xrz y/2 Z/2 xrz yl2 Z/2
et et atrte=? Etw-e7
Hiperboloide de dues fulles Con imaginari Con real
Exemple 7.27 Calcul de la referéncia principal i de lequacio reduida de la quadrica dequacié
X2+ y? —4xy —2xz —2yz—10x +2y = 0.
Les matrius i el terme independent d’aquesta quadrica so6n
1 -2 -1 =5
Q=|-2 1 -1, L= 1 i f=0.
-1 -1 O 0
El polinomi caracteristic de la matriu Q és
1-4 -2 -1
pA)=| -2 1-2 -1|=-2101-2)*-2-2-(1-D-QQ-D+41=-2P+22+51-6.
-1 -1 -1
Trobem una de les seves arrels per Ruffini, —1 2 5 -6
1 -1 6




i les altres dues amb lequaci6 de segon grau 22 — 1 — 6 = 0,

T A_liVl+24_1iv6§_1iS_ 3
= - === =

BarcelonaTECH 2 2 -2
ESEIAAT
Algebra Lineal . , . . . . . N . \
S w—— Els valors propis de Q son 4; = 1, 4, = 3i 43 = —2, és a dir, tres valors propis no nuls. Ja sabem que el sistema dequacions QX = —L sera
e ian Potte compatible determinat.
Josap T Trobem la seva soluci6 triangulant la matriu corresponent:
R 1 =2 -1 5 1 -2 -1 5 1 -2 -1 5
-2 1 -1 -1 ~{0 -3 -39 ~{0 -3 -39
-1 -1 0| O/F,~F,+2F 0 -3 —-1/|5 0O 0 -2 4
F§~31293+F1 F3~F3—F,
Aleshores,
xX—2y—z=5 x—=2y—(-2)=5 x—2(-1)=3 x=1
—3y—3z=9¢; —3y—-3(-2)=9 ¢; y=-1 : y=-1¢,
—2z=4 z==2 z==2 z==2

és a dir, el centre de la quadrica és el punt C = (1, —1, —2).

Els vectors propis de Q sén les solucions dels sistemes dequacions
1 -2 -1 b X 1 -2 -1 X

X 1 -2 -1 b X
-2 1 -1 yi=(Yy], -2 1 -1 y|=3|y i -2 1 -1 y|==-21Yy
-1 -1 0 z z -1 -1 0 z z -1 -1 0 z z
Anem, doncs, a resoldre’ls
- 0O -2 —-1/0 -2 0 -1 0 -2 0 -10 -2 0 -1 0
Henri Poincaré -2 0 -1 0 ~ 0 -2 —-1/0 ~ 0 -2 —-1/0 o~ 0 -2 —-1/0
-1 -1 -1 0 -1 -1 -1 0 0O -2 —-1/0 0O 0 00
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Andrei Markov

La solucié és

xX=y
z = =2y

ila recta de vectors propis amb valor propi 4; = 1 esta generada pel vector (1,1, —2).

Per resoldre el segon sistema, triangulem la matriu

-2 =2 -1/0 -2 =2 -1 0
-2 =2 -1/0 ~ O o 0 0],
-1 -1 -3 0/ F,~F,-F, 0O 0 —-5/0
F3~2F3—F,
la solucio del qual és
X==y
z=0 } '
Per tant, la recta de vectors propis amb valor propi 4, = 3 esta generada pel vector (1, —1, 0).
Com que els vectors propis amb valor propi 4; = —2 han de ser perpendiculars als obtinguts fins ara i
77k
(1,1,-2)xX(-LL0)=|1 1 -2/=(22,2)~(1,11)
-1 1 O

podem afirmar que la referéncia principal de la quadrica és

R = {(1, ~1,-2);—=(1,1,-2), —=(~1,1,0), (1, 1, 1){ .
6 V2 V3
Per a obtenir el terme independent de l'equacié de la quadrica en la referéncia principal, hem de calcular
1 -2 -1 1 1
ff=(1 -1 =2){-2 1 -1|[-1]+2(-5 1 0) -1 |=-6,

-1 -1 O -2 -2



per tant, de lequaci6 x'? + 3y'? — 2z'? — 6 = 0, obtenim I'equacié reduida de la quadrica

- x/2 ylz Z/2
BarcelonaTECH ? 7 B ? =1
 ESEIAAT que és un hiperboloide d’una fulla. Escena 3D
Algebra Lineal
Rl Amer Quadriques amb centre i dos valors propis no nuls (1; = 0)
Julian Pfeifle
Josap Es tracta de quadriques amb una recta de centres (el sistema QX = —L és compatible indeterminat amb un grau de llibertat) i la seva equacio

oone AR en la referéncia principal és

Mx?+,y*+f =0,
on 4, i 4, son els valors propis no nuls de Qi f” es calcula com a l'apartat anterior. La referéncia principal
"= {(x0, Y0, 20) s €1, €2, €3}

esta formada per una solucié qualsevol (x,, Vs, Zo) del sistema QX = —L i una base ortonormal de vectors propis de la matriu Q.

Segons els signes de 4;, 4, i f tenim les segiients opcions

Equacions reduides

x/2 2 x12 12 xl2 12
S+ =1 =+ =1 =Y o
b? b? a? b?
Clllndre elliptic real Cillndre elliptic imaginari  Cilindre hiperbolic
xrz 2 xrz 2 xi2 12
L X2 v, X2y,
a b? a?  b? @
— Cilindre hiperbolic Plans secants imaginaris Plans secants reals
aoul Bott
En aquest cas procedirem exactament com a lexemple anterior, 'inica diferéncia és que el sistema dequacions QX = —L és compatible

indeterminat. Aleshores, escollirem una de les seves solucions com a origen de la referéncia principal.
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Werner Karl Heisenberg

Exemple 7.28 Calcul de la referéncia principal i de lequacio reduida de la quadrica dequacié
x? —2y? —2z% 4+ 2xy — 2xz — 8yz + 6x + 30y + 18z — 51 = 0.

Les matrius i el terme independents d’aquesta quadrica s6n

1 1 -1 3
Q= 1 -2 -4, L=|15 i  f=-51.
~1 -4 -2 9
El polinomi caracteristic de la matriu Q és
1-41 1 -1
p(MH=| 1 -2-1 -4 |[=Q-D)(2-1)+4+4—-(—2-21)—-16(1-2)—(-2-2)
-1 -4 -—2-2

=1-D@+421+2)+8—-12+181= -2 —312 - 181 = —A(#* + 31 —138).

Una de les arrels del polinomi caracteristic és 4 = 0 i les altres dues sobtenen de lequacié de segon grau A% + 31 — 18 = 0:

l_—3i\/9+72_—3i\/§_—3i9_{3

N 2 2 2 -6

Els valors propis de Q sén 4; = 3,1, = —6i4; = 0. A continuacié hem de veure si el sistema dequacions QX = —L és compatible
indeterminat o incompatible.
El resolem triangulant la matriu corresponent:

1 1 -1 -3 1 1 -1 -3 1 1 -1 -3

1 -2 —4|-15 ~|0 -3 —-3|-12 ~| 0 -3 —-3|-12

-1 -4 -2| -9/F -F,-F 0O -3 -3 -12 0O 0 O 0
FomFo4F) F3~F3-F,

Es evident que el sistema és compatible indeterminat i que la seva solucié general és
x=-=7+2z
y=4—z '



Com que com a origen de la referéncia R’ podem escollir qualsevol de les solucions d’aquest sistema, prenem C = (—7,4,0).

Barcelona TECH Els vectors propis de Q son les solucions dels sistemes dequacions
| ESEIAAT 1 1 -1\/x X 1 1 -1\/x X 1 1 -1\/x 0
Algebra Lineal .
Rafel Amer 1 _2 _4 y = 3 y ’ 1 _2 _4 y = _6 y 1 1 _2 _4 y = O
e ian Potte -1 —4 =2/ \z z -1 —4 =2/ \z z -1 —4 =2/ \z 0
et
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Per trobar els vectors propis amb valor propi 4; = 3 hem de triangular la matriu
-2 1 -10 -2 1 -1 0 -2 1 -1 0
1 -5 -4 0 ~1 0 -9 =90 ~ 0 -9 -9 0
-1 -4 =50 ~ 0 -9 -9 0 0O 0 00
F;é%fi F3~F3—F,
i la recta de vectors propis amb valor propi 4; = 3 esta generada pel vector (1,1, —1).
De manera semblant resolem el segon sistema dequacions i obtenim que la recta de vectors propis amb valor propi 4, = —6 esta generada

pel vector (0, 1, 1).

Com que els vectors propis amb valor propi 1; = 0 han de ser perpendiculars als obtinguts fins ara i

-

T 7 k
(1,1,-1)x(0,1,1)=(1 1 -1|=(2,-1,1)
01 1

podem afirmar que la referéncia principal de la quadrica és

it P 1 1 1
TelTakad! R =1(-7,4,0; —(@1,1,-1),—(0,1,1), —(2, -1, 1)} )
{ V3 V2 Ve
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Benoit Mandelbrot

Per a obtenir el terme independent de l'equacid de la quadrica en la referéncia principal, hem de calcular

11 -1\ /-7 7
Fr=(=740) 1 -2 -4 4|+2(3 15 9) 4|-51=-12,
1 -4 2)\ o 0

per tant, de lequacié 3x'? — 6y’?> — 12 = 0, obtenim 'equacié reduida de la quadrica

que és un cilindre hiperbolic. Escena 3D
Quadriques amb centre i un valor propi no nul (1, = 1; =0)

Es tracta de quadriques amb un pla de centres (el sistema QX = —L és compatible indeterminat amb dos graus de llibertat) i la seva equacié
en la referéncia principal és
/11)(?'2 + fl =0 )
on A, és el valor propi no nul de Qi f” es calcula com a l'apartat anterior. La referéncia principal
R" = {(X0, Yo, 20) 3 €1, €3, €3}

esta formada per una solucié qualsevol (x,, Yy, Z,) del sistema QX = —L i una base ortonormal de vectors propis de la matriu Q.
Segons els signes de 4; i f” tenim les segiients opcions

Equacions reduides

A
x"? = a? x'? = —q? x?=0

Plans parallels reals Plans paraliels imaginaris Pla doble
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1

John Griggs Thompson

Quadriques sense centre i dos valors propis no nuls (1; = 0)

Ens trobem com en el cas de la parabola en dimensio 2, és a dir, el sistema dequacions QX = —L és incompatible i no hi ha cap canvi de
coordenades que transformi l'equaci6 inicial de la quadrica en una que no tingui termes en x’, y" i z’.

De manera semblant al que haviem vist per a dimensié 2, siguin (x,, Yy, Zo) un punt qualsevol i
- o5 o
R = {(x0: Y0 Z0) s €1, €2, €3}

\ . - - Ed e . . . .7 1 .
una referéncia on B’ = {e], ,, €5} és una base ortonormal de vectors propis de Q amb valors propis 4;, 4, i 5. Lequaci6 de la quadrica en la
referéncia R’ compleix que

Lt = (/1151 - (%05 Yo, 20) + e -t A28, - (X0, Yo» Z0) + et /1353 - (%05 Yo, 20) + 83 : é) (7.10)

Si, a més tenim que 45 = 0, resulta que

L't = (/1151 (X0, Yo, Zo) + 31 7 /1282 - (X0 Yo, 20) + 52 - 83 ’ ’“0)

Proposicié 7.29 Si A és un valor propi no nul de la matriu Q i i és un vector propi de Q amb valor propi A, lequacié
M- (,y,2)+i-€=0

defineix un pla perpendicular al vector Ui que és un pla de simetria propi de la quadrica.

Observacié 7.30 El que podem fer en aquest cas és escollir el punt (x,, yy, Zy) de manera que sanullin el coeficient de la x’, el de la y" i el
terme independent i aixd ho podem fer perque el sistema dequacions

a1 X% + a)? + 3322 + 2a,,XY + 2a,3XZ + 2a,3YZ + 2byx + 2b,y + 2byz + f =0
A’liil ‘(x,y,Z)+ﬁ1 ’é)=0 9 (7.11)

/‘lzﬁz'(x,y,Z)'l‘ﬁz'g 0

el P d 7 . . . . . I3 s 7 7 .
on u; i U, son vectors propis linealment independents amb valors propis 4, i 4,, té sempre una solucié unica.
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Stanistaw Marcin Ulam

Amb aquesta observacid ja podem enunciar el resultat sobre aquest tipus de quadrica.

(0 C—
Proposici6 7.31 Si el sistema dequacions QX +L = 0 és incompatible i escollim la referéncia R' = {(Xy, Vo> Zo) ; €1> €25 €3}, 01 (Xg» Yo» Z0)
és la solucié de 22 i B' = {€,, €,, €;} és una base ortonormal de vectors propis de Q, lequacié de la quadrica en la referéncia R' serd
X%+ A,y? +2e'z' =0, (7.12)
on A i A, son els valors propis no nuls de Q i

N . = pY
e =e-°L.

En funci6 dels signes de 1,, 1, i e’ es pot transformar en una de les equacions reduides segiients:

Equacions reduides

(O
2 2 12 2 12 12 12 12

X X X X
Z’=—+y— z’=———y— z’=——y— z’=——+y—
a?  b? az b? az b? a’  b?
Paraboloide elliptic Paraboloide elliptic Paraboloide hiperbolic Paraboloide hiperbolic

Exemple 7.32 Classificaci6 de la quadrica dequacio
4x? 4+ 4y* + 4z% —4xy —4xz —4yz —10x — 10y +2z—-2=0

i determinacio dels seus elements caracteristics.

Les matrius de la quadrica son
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Peter Lejeune Dirichlet

i el polinomi caracteristic de la matriu Q és
4-1 -2 =2
pA)=| =2 4—-21 =2 |=-B+122-361=-A(2—-121+36),
—2 -2 4-2

una de les seves arrels és 1 = 0 i les altres dues sobtenen de lequacié de segon grau A2 — 121 + 36 = 0,

P 121\/144—144_ 12+0 |6

2 2 6
Per tant, els valors propis de Q sén 1; = 6 amb multiplicitat 2i 1; = 0.
Per determinar si la quadrica té centre, hem de resoldre el sistema dequacions QX = —L i ho fem triangulant la matriu corresponent.
4 =2 =2 5 4 =2 =2 5 4 =2 =2 5
-2 4 =2 5 ~|0 6 —6 15 ~{0 6 -6 15|,
-2 -2 4|-1/F,~ 0 -6 6 3 0O O 0 18
6 3 Fy~Fyth

és a dir, el sistema és incompatible i la quadrica és un paraboloide elliptic i, com que la matriu Q té un valor propi amb multiplicitat 2, podem
dir que es tracta d’un paraboloide de revolucio.

Com sempre, els vectors propis son les solucions dels sistemes dequacions

4 =2 =2 b b 4 =2 -2 X 0
—2 4 =2||ly]|=6[y i —2 4 =2|ly]=|o
-2 =2 4 z z -2 =2 4 z 0
i comencem resolent el primer triangulant la seva matriu
-2 =2 =20 -2 =2 =20
-2 =2 =20 o~ 0O 0 0|0
—2 =2 =2 0)ppr,-r, \ O 0 0 0

F3~F3—F)
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Isaac Newton

La seva solucid és x + y + z = 0 i el pla de vectors propis amb valor propi 4; = 6 esta generat pels vectors (1,0,—1)1 (0,1, —1).

Com que necessitem una base ortonormal de vectors propis, hem d’aplicar el métode de Gram-Schmidt
v, =(1,0,—-1)

(0,1,-1) - (1,0,-1)

(1,0,—1) - (1,0,-1)

N 1
v, =(0,1,-1) — (1,0,—1) = (0,1,-1) — 5(1, 0,-1)

1
=5(-1,2,-1) = (1,-2,1).

Com que els vectors propis amb valor propi 4; = 0 han de ser perpendiculars al pla de vectors propis amb valor propi 1; = 6, que té equacio
X +y + z =0, és immediat que formen la recta generada pel vector (1,1, 1).

Per trobar el vértex del paraboloide, necessitem dos plans de simetria, i els trobarem a partir dels vectors (1,0, —1) 1 (0, 1, —1), els dos vectors
propis amb valor propi 6:
6(1,0,-1) - (x,y,2) +(1,0,—1) - (=5,—5,1) =0 |
6(0,1,-1) - (x,y,2) + (0,1,-1) - (=5,-5,1) = 0} ’
Aleshores, hem de resoldre el sistema 2?
4x% +4y* + 42> —4xy —4xz —4yz —10x — 10y +2z—2=0
x—z—1=0

6(x—z)—6=0}_ XxX—z—1=0

6(y—z)—6=0 y—z—-1=0

y—z—1=0

Substituint x =z 4+ 1iy = z 4+ 1 ala primera equaci6 obtenim
4x? + 4y* + 422 —4xy —4xz —4yz—10x — 10y +2z—-2=0
Mz+1P+4z+1)2+4z2-4z+1D)(z+1)—-4z+1)z—-4(z+1)z—-10z+1)—10(z+ 1) +2z—2=0
—~18z—18=0

z=-1,

iel vértex és el punt V = (0,0, —1).
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Tullio Levi-Civita

Com que la base B = {(1,0,—1),(1,—2,1),(1,1, 1)} té orientacid negativa i, normalment escollirem referéncies positives, canviem de signe
el primer vector. Tinguem en compte que la referéncia principal d’una conica o una quadrica no és unica, ja que podem canviar dordre i de
signe els vectors o, en aquest exemple, escollir una altra base ortonormal de vectors propis amb valor propi 4; = 6.

Aleshores, la referéncia principal del paraboloide escollida és

R = {(0, 0, —1);%(—1,0, 1), %(1, —2,1), %(1, 1, 1)} ,

i per trobar lequacio de la quadrica en la referéncia principal, només cal que calculem

¢ = %(1, 1,1)-(=5,—5,1) = —— = —31/3.

V3

Aixi doncs, de lequacié 6x'? + 6y'% — 6\/5 z' = 0, obtenim l'equacié reduida del paraboloide elliptic de revoluci6

Escena 3D

Quadriques sense centre i un valor propi no nul (1, = 1; =0)

Ens trobem ara amb un sistema dequacions QX + L = 0 incompatible, una matriu Q de rang 1 i tampoc hi ha cap canvi de coordenades que
transformi lequacid inicial de la quadrica en una que no tingui termes en x’, " i z'. Ara bé, si
R' = {(x0, Y0, Z0) ; €1, €2, €3}
és una referéncia amb B’ = {€}, €,, €;} base ortonormal de vectors propis de Q, la part lineal de l'equacié de la quadrica en la referéncia R’
sera, d’acord amb 7.10,
t > - d > d > d
L’ —(/‘Llel‘(xo,yo,ZO)‘l'el‘g 62'€ 63'5),
on ¢, té valor propi A; # 01 €, i €; tenen valor propi nul. El que podem fer en aquesta cas és que, a lequaci6 reduida sanullin els coeficients
de x', y' i el terme independent.
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Paul Joseph Cohen

Proposici6 7.33 Donada una quadrica sense centre i un valor propi no nul, el sistema dequacions
a1 X% + Ay + a332% + 2a,,XY + 2a,3X2 + 2a,3YZ + 2byx + 2b,y + 2byz + f =0
Au-(x,y,z)+u-€=0

= 7 . . 7 .7 1 1 .
on u és un vector propi de Q amb valor propi no nul, té com a solucié una recta anomenada recta de vértexs de la quadrica.

b

(7.13)

Observacio 7.34 Si escollim un referéncia
r ==
R ={(x0, Y0 20) ; €1, €2, €3}

S
on (Xg, Yo, Zo) és una solucié de 7.13, €, és un vector propi unitari amb valor propi 4;, €, és un vector unitari en la direccié de €; X € i

¢; = €; X €5, lequaci6 de la quadrica en la referéncia R’ sera
/11)6/2 + Ze'Z/ =0 .
- le
one’ = ¢, - ¢. Aquesta quadrica sanomena cilindre parabolic i la seva equacié reduida és z' = 15.
Exemple 7.35 Classificaci6 de la quadrica dequacio
x>+ Y2 +4z°2 +2xy +4xz+4yz—32x—8y +32z+4=0

i calcul dels seus elements geometrics.
Les matrius i el terme independent de la quadrica sén

11 2 —16
Q=(112], L= -4 i f=4.
2 2 4 16
ija es veu a simple vista que la matriu Q té rang 1 ja que les seves tres columnes s6n multiples de (1, 1, 2).
A més,
112 1 6 1
112 1]=1 6|]=6(1],
2 2 4 2 12 2

(7.14)
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Srinivasa Ramanujan

és a dir, el vector (1,1, 2) és un vector propi de Q amb valor propi 4, = 6. Aixi doncs, sense calcular el polinomi caracteristic ja sabem que
els valors propis de Q sén 4, = 6 i 1, = 0 amb multiplicitat 2.

D’altra banda, L no és multiple de les columnes de Q, per tant el sistema dequacions QX + L = 0 és incompatible i ja sabem que aquesta
quadrica és un cilindre parabolic.

Els dos vectors propis amb valor propi nul que formaran la referéncia principal els obtenim amb dos productes vectorials

17k T 7 Kk
(1,1,2)x(4,1,-4)=[1 1 2 |=(-6,12,-3)~(2,—-4,1) i (1,1,2) x(2,-4,1D)=|1 1 2|=(9,3,-6)~(3,1,-2).
4 1 —4 2 -4 1

Ara hem de trobar la recta de vértexs del cilindre parabolic resolent el sistema 7.13. Lequacio del pla propi de simetria és
6(1,1,2) - (x,y,2z) + (1,1,2) - (—16,—4,16) = 0
6(x+y+2z)+12=0

X+y+2z+2=0

Resolem, doncs, el sistema dequacions
x>+ y? +4z° +2xy+4xz+4yz—32x—8y+32z+4=0
X+y+2z+2=0 } ’
aillant y = —x — 2z — 2 de la segona equacio i substituint-ho a la primera,
X2+ (—x—2z—-22+4z> +2x(—x — 2z —2)+4xz + 4(—x — 22— 2)z —32x — 8(—x —2z—2)+ 32z +4 =0
X2+ x2+4z° +4+4xz+4x + 82+ 422 —2x% —4xz —Ax + 4xz —4xz — 82> — 8z —32x +8x + 162+ 16+ 322 +4 =0
—24x +48z+24=0

XxX—2z—2=0
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Lovész LaszIé

Per tant, la recta de vertex té equacions implicites

X+y+2z+2=0
x—2z—-2=01\"

Aquesta recta té vector director (2, —4,1) com ja sabiem i, si prenem z = 0, obtenim que x = 21y = —4. Per tant, com a origen de la

referéncia principal, escollim el punt (2, —4,0).
Per tant, la referéncia principal del cilindre parabolic és

R = {(2, —4,0); %(1, 1,2), \/%(2, —4,1), \/%(3, 1, —2)} .

Finalment,
. 1 34
¢ =—(3,1,-2) (-16,—4,16) = ——— = —61/ 14
V14 V14
d’on lequacié del cilindre parabolic en la referéncia principal és 6x'? — 124/14 z’ = 0 i la seva equacié reduida
12
X

Escena 3D
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