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Introduccio

Aquesta colleccié d’exercicis d’Algebra Lineal és el resultat de les classes impartides per la Seccio
del Departament de Matematiques a I’Escola Superior d’Enginyeries Industrial, Aeroespacial i
Audiovisual de Terrassa des de la posada en marxa del nou pla d’estudis.

S’han inclos exercicis similars als explicats a classe per tal d’aconseguir una major comprensio dels
conceptes teorics desenvolupats juntament amb d’altres d’'un major grau de dificultat que intenten
aclarir aquells punts en els quals hem constatat que els estudiants tenen més dificultats. No cal
oblidar, pero, que per assolir aquesta comprensid €s imprescindible ’esforg i el treball personal,
tant pel que fa a I’estudi dels conceptes com a la resolucio dels exercicis. Esperem que sigui d’utilitat
als estudiants i els aconsellem que intentin resoldre els problemes abans de llegir-ne la solucio. En
molts casos, segurament, trobaran solucions alternatives a les donades.

Els temes que es tracten sén habituals en qualsevol curs d’Algebra Lineal i s’ha dedicat especial
atencio als seus aspectes geometrics. Aixi, els capitols 4 1 7 estan dedicats a la Geometria del pla i
de I’espai i a I’'estudi de les coniques i quadriques, respectivament.

Encara que, inicialment, els exercicis estiguin pensats per a estudiants de Graus d’Enginyeria, també
poden ser utils als estudiants de Matematiques, Fisica i, en general, a tots aquells que hagin de
cursar la matéria d’Algebra Lineal.

Si esteu interessats en els grafics 3D, podeu installar-vos el Blender 1 descarregar-vos el repositori
de Github Blender Linear Algebra.

Rafel Amer i Viceng Sales


https://www.blender.org
https://github.com/rafelamer/blender-linearalgebra
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Capitol

Matrius i sistemes d'equacions lineals

1.1 Matrius

Si A i B sén les matrius
-2 -1 1 -3 0 1
A= 3 =2 2 ; B= 1 -2 -3 ’
5 1 1 -2 =2 1
-1 4 0 1 -1
calculeu la matriu A + B.
Solucio
Cal sumar els coeficients de la mateixa fila i columna:
-2 =11 -3 0 1 -5 -1 2
3 =2 2 1 -2 -3 4 —4 -1
A B = =
+ 1 1 + -2 =2 1 3 -1
-1 2 4 0 1 -1 -1 3 3

Si A és la matriu

1 -2 1
7 il

a=| ? ,
4 -1 2
-2 1 3

calculeu la matriu —3A.
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Solucio

Cal multiplicar cada coeficient per I’escalar:

-2 1 -3 6 -3
-2 -1 -

Caa- 3| 3 _| -9 3

4 -1 2 ~12 3 -6

-2 1 3 6 —3 —9

m B

Donades les matrius

2 2 1
2 3 2 3 |
A=|2 -1 2 =2 i B= ,
3 3 4
1 4 -1 4
3 -1 2

calculeu la segona columna i la tercera fila de la matriu AB.

Solucio

Els elements de la segona columna de la matriu AB s’obtenen multiplicant cadascuna de les files de
la matriu A per la segona columna de la matriu B, que es pot fer conjuntament:

2

2 3 2 3 ) 4

2 -1 2 =2 NEIRE

1 4 -1 4 —9
1

I els elements de la tercera fila de la matriu AB s’obtenen multiplicant la tercera fila de la matriu A
per cadascuna de les columnes de la matriu B, que es pot fer de nou conjuntament:

2 2 1
(1 4 -1 4) ; _; _i :(11 -9 —3).
3 -1 2

m B

Si A i1 B sén les matrius

9 —il il -1 0 1
A= 4 o0 2 i B=[ 2 -1 -1,
-1 1 2 -1 2 1

calculeu la matriu AB.

Solucio

Cal sumar els productes dels elements respectius de cada fila d’A i de cada columna de B:
-2 -1 1 -1 0 1 -1 3 0
AB = 4 0 2 2 -1 -1 ]=|-6 4 6
-1 1 2 -1 2 1 1 30



1.1. Matrius

Si A és la matriu
1 -2 -1
A = 0 1 2 ’
3 -1 0
calculeu la matriu A%.
Solucio
Com que
A=A A

el que farem és calcular primer A? i aplicar després la igualtat anterior.

Tenim, doncs, que

1 -2 -1 1 -2 -1 -2 -3 =5
A=l0 1 2]lo 1 2]|=| 6 -1 2
3 -1 0 3 -1 0 3 -7 =5
I, per tant, ens queda que
-2 -3 =5 -2 -3 =5 —29 44 29
AY=AA=| 6 -1 2 6 -1 2 |=|-12 =31 —42
3 =7 =5 3 -7 =5 —63 33 —4
Si A és la matriu
0 -2 3
A= 3 -1 -1 ,
-1 -1 2
3 0 -1
calculeu la matriu A
Solucio
Cal canviar els papers de les files i les columnes:
¢
0 -2 3
3 1 1 0 3 -1 3
Al = =l-2 -1 -1 o0
-1 -1 2
3 -1 2 -1
3 0 -1
Si A1 B sén les matrius
3 -1 0 -1 31
A=14 -1 2 1 B= 1 -1 3],
3 1 1 -1 01
calculeu les matrius AB 1 BA.
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Solucio
Tenim que
3 -1 0 -1 31 -4 10 O
AB=[4 -1 2 1 -1 3 |={-7 13 3
3 11 -1 01 -3 8 7
1
-1 31 3 -1 0 12 -1 7
BA = 1 -1 3 4 -1 2 |= 8 31
-1 01 3 11 0 21

m \

Donada la matriu
1 1
A= .

trobeu una matriu quadrada d’ordre 2 no nulla B tal que AB = 0.

Solucio

A partir de la condicio

s’obtenen les equacions

I prenent

per exemple, obtenim la matriu

m B

Donada la matriu
1 1
A= ,

trobeu dues matrius quadrades diferents d’ordre 2 no nul'les B1i C tals que AB = AC.

Solucio

A partir de la condicio
1 1 a b\ (11 a b
1 1/\c d) \1 1)\ a)’
a+c=dad +¢
b+d=b"+d’

s’obtenen les equacions



1.1. Matrius

0, equivalentment,

a+c—a —-c =0
b+d—b —-d =0/

I prenent
d’una banda i

a=b=-1 1 d=d =1

d’una altra per exemple, obtenim les matrius

B=<1 1) i c
-1 -1

Il
—
I
— =
|
—_
v

Donada la matriu
1 1
A= ,

comproveu que no hi ha cap matriu quadrada d’ordre 2 no nulla X tal que AX = 1.

Solucio

A partir de la condicio
1 1\fa d) (10
1 1)\b b)) \o 1)’

s’obtenen les equacions

a+b=1
a+b=0
i
a+b =1
a+b =0
que, evidentment, no tenen solucio.
Donada la matriu
4 1 -2
A=| -3 -1 21,
1 1 -1
trobeu dues matrius del tipus
1 00 4 1 -2
L=la 1 0 i U=|10d e
b ¢ 1 0 0 f
talsque A = LU.
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Solucio
Tenim que
4 1 -2 1 00 4 1 =2 4 1 -2
-3 -1 2|=la 1l 0 0d e]|]=|4a a+d —2a+e |,
1 1 -1 b ¢ 1 00 f 4b b+cd —2b+ce+f
que equival a
4a = -3
a+d=-1
—2a+e=
i
4b =1
b+cd=1

—2b+ce+ f=-1

Aleshores, de la primera equacio del primer sistema es dedueix que

3
a=—-
4
que, substituint a les altres dues i aillant, queda
1 1
d=—- i e=—.
A 2
I, d’altra banda, de la primera equacié del segon sistema es té que
1
b=-
4

que, substituint també a les altres dues equacions d’aquest sistema, dona
c=-3 1 f=1.

En conseqiiencia, tenim que

1 0 0 4 1 -2
L=|-34 10 i U=[0 =-Ys 1
Iy =3 1 0 0 1
o, el que és el mateix,
1 4 0 0 16 4 -8
L= 1 -3 4 0 1 U=- 0 -1 2
1 -12 4 0 0 4

Es consideren les matrius

3 1 -1 2 1 =2
1 =2 =

A= ; B= 1 -2 5
4 -1 O 0o 3 =2
3 1 -1 4 1

Resoleu I’equacié matricial A + X = B.




1.1. Matrius

Solucio

Lasoluci6 ésX =B — A:

2 1 -2 3 1 -1 -1
X—B—A= 1 -2 5 HEE -2 _ 0
0 3 -2 4 -1 0 —4
4 1 1 3 1 -1 1

Es considera la matriu

A= o -2 7 3

Resoleu I’'equacio matricial —2X = A.

Solucio

. 1
La soluci6 és X = _§A:

v tac Mo 7
=—;A=-3 _
3 1 0 4
Es considera la matriu
3 4 -2 3
A= -2 3
1 0 1
Resoleu I’equacié matricial X! = A.

Solucio

La solucié és X = At:

t 3 61
3 4 -2 3 W 2 o
X=A = -2 3 1| = B
-2 2
1 0
3 1
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m B’

Donades les matrius

3 =3
2 -4 —4 2 3 3
A= 1 5 =5 3 1 B = ;
2 5
=il 3 1 4
=7

(a) expresseu la primera columna de la matriu AB com a combinacio lineal de les columnes
de la matriu A,

(b) expresseu la segona fila de la matriu AB com a combinacio lineal de les files de la matriu
B.

Solucio

(a) Per les propietats del producte de matrius, sabem que la primera columna de la matriu AB és
igual a

2 —4 —4
31 1 |+3( 5 )+2|-5|-2(3
-1 3 1 4

De la mateixa manera, la segona fila de la matriu AB és igual a

(3 =3)+5(3 3)=5(2 5)+3(-2 4).

m '

Esbrineu si les matrius segiients son simétriques:

0 3 -1 2 -3 -1
(@ A=|-2 -1 -1]; ® B=[-3 0o 4
3 -1 2 -1 4 -5

Solucio

(a) Com que, transposant la matriu A, es té que

t
0 3 -1 0 -2 3 0 3 -1
A= -2 -1 -1| = 3 -1 -1 ]#| -2 -1 -1 ]|=4,
3 -1 2 -1 -1 2 3 -1 2

es dedueix que la matriu A no és simétrica.

(b) Com que, transposant la matriu B, es té que

t
2 -3 -1 2 -3 -1
Bi=-3 0 4|=|-3 0 4]|=8B,
-1 4 =5 -1 4 =5

es dedueix que la matriu B si és simétrica.



1.1. Matrius

Determineu si les matrius quadrades d’ordre 2 segiients son ortogonals:

1 3 4 5 12
(a) A== : ;
5\—-4 3 12 -5

(b) B=(

Solucio

(a) Com que A és del tipus

amb

es dedueix que la matriu A si és ortogonal.

(b) Com que B és del tipus

pero, en canvi, es t€ que
524122 #1,

es dedueix que la matriu B no és ortogonal.

(c) Com que C no és de cap dels dos tipus
a -b ; a b
b a b —a

a?+b:=1,

amb

es dedueix que la matriu C no és ortogonal.

Analitzeu si les matrius quadrades d’ordre 3 segiients son ortogonals:

-1 2 2 1 -1 1 0 0 1
(a) A= 2 -1 2]; (b) B=-1 1 1]; (c) C=101 0
2 2 -1 1 1 -1 1 0 0
Solucio
(a) Com que es té que
-1 2 2 -1 2 2 9 0 O 1 0 0
AlA=| 2 -1 2 2 -1 2|=(0 9 0]#|l0 1 0|=1I,
2 2 -1 2 2 -1 0O 0 9 0 0 1

es dedueix que la matriu A no és ortogonal.
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(b) Com que es té que

1 -1 1 1 -1 1 3 -1 -1 1 0 O
BB=|-1 1 1]||{-1 1 1]=l-1 3 -1|#(0 1 0]=1,
1 1 -1 1 1 -1 -1 -1 3 0 01
es dedueix que la matriu B no és ortogonal.
(c) Com que es té que
0 01 0 01 1 00
c'c=({o10]J{0o1o0]=|l010]|=I,
1 0 O 1 00 0 01
es dedueix que la matriu C si és ortogonal.
Determineu si les matrius quadrades d’ordre 4 seglients son ortogonals:
4 2 2 1
2 -4 -1 2
(a A= 5
2 1 -4 -2
1 -2 2 —4
4 2 2 1
112 -4 -1 2
b) B=— :
(®) 25| 2 1 -4 -2
1 -2 2 —4
4 2 2 1
112 -4 -1 2
(© C=x
512 1 -4 -2
1 -2 2 —4
Solucio
(a) Com que es té que
4 2 2 1 4 2 2 1 25 0 0 O
2 -4 -1 2 2 -4 -1 2 0 25 0 O
AlA = = #1,
2 1 -4 -2 2 1 -4 =2 0 0 25 O
1 -2 2 —4 1 -2 2 —4 0O 0 0 25

es dedueix que la matriu A no és ortogonal.




1.1. Matrius 11

(b) Com que es té que

4 2 2 1 4 2 2 1
112 -4 -1 21112 —4 -1
BB = — —
25] 2 1 —4 —-21]25]|2 1 4 -2
1 -2 2 —4 1 -2 2 —4
25 0 0 O 15 0 0 0
1 02500_01/25007”
6251 0 025 of | o o0 lbs 0 ’
0 0 0 25 0 0 0 s
es dedueix que la matriu B no és ortogonal.
(c) Com que es té que
4 2 2 1 4 2 2 1 25 0 0 O
th_l 2 -4 -1 2112 —4 -1 21 0 25 0 O0]_
“5]12 1 -4 —2|5[2 1 -4 2| 2510 02 of
1 -2 2 —4 1 -2 2 —4 0O 0 0 25

es dedueix que la matriu C si és ortogonal.

m '

Donada la matriu

trobeu els valors de a, b i ¢ sabent que A és una matriu ortogonal.

. .

Solucio

Recordem que una matriu quadrada A és ortogonal si AY’A = I. Calculem en primer lloc A'A:

Q
[\9)
Q
oy

1 1 c 1 a?+5 ab+4 ac+2
AtA=§ b 21 3 1 2 =2 =5 ab+4 b>+5 bc—-2
-2 2 21 2 ac+2 bc—2 c*+8

o

Si igualem aquesta matriu a la identitat tindrem que

a’+5 ab+4 ac+2
ab+4 b>+5 bc-2|=
ac+2 bc—2 c*+8

S O o
S © O
O O O

1, igualant terme a terme ens queden les equacions

bc=2 |
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De les tres primeres equacions obtenim que

a==2, b c==1.

I
H+
S}

I de les tres ultimes, que a 1 b han de tenir signes diferents 1 a i ¢ també.

Per tant, hi ha dues possibles solucions: la primera és

ila segona,

1.2 Transformacions elementals

m 3

Donada la matriu

6 —2 3 -3
A=[-3 1 1 2],
4 3 -3 —4

apliqueu-1li la transformacio elemental
E, ~ 6F, - 4F,

i comproveu que el resultat és el mateix que si multipliquem la matriu A per ’esquerra per la
matriu

1
T = 0

S = O

0
0
6

A

Solucio

Cal multiplicar cadascun dels elements de la tercera fila per 6 1 restar—li el resultat de multiplicar
per 4 I’element de la mateixa columna i la primera fila multiplicat per 4:

6 -2 3 =3 6 —2 3 =3
-3 1 1 2 -3 1 1 2
4 3 -3 -4 Fym6F3—dF, 0 26 —-30 -12

Es immediat que

1 00 6 —2 3 =3 6 —2 3 =3
010 -3 1 1 2 1= -3 1 1 2
-4 0 6 4 3 -3 -4 0 26 —-30 -12
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Donada una matriu quadrada A, d’ordre 3, apliquem les transformacions elementals per
files segiients:
e En primer lloc,

E~-3F+3F i F~-2F -2
per a obtenir la matriu A'.

e FEn segon lloc, a la matriu A’ 1i apliquem
F ~—2F —F,

per a obtenir la matriu B.
Trobeu una matriu T tal que B = TA

\.

Solucio
Recordem que aplicar la transformacio elemental
F ~ tE + sE

amb i # j a la matriu A és equivalent a multiplicar-la a I’esquerra per la matriu que s’obté aplicant
la mateixa transformacié elemental a la matriu identitat.

Apliquem, doncs, les tres transformacions elementals de I’enunciat a la matriu identitat:

1 00 1 0

01 O ~| -3 3 0],
1 0 0 1 0 0
010 o~ 01 0],
0 Fy~—2F;—2F3 —2 0 -2

1 0 1 0 0
01 ~1 0 1 0

0 F3~—2F,—F; 0 -2 -1

Per tant, aplicar a la matriu A les tres transformacions elementals de I’enunciat és el mateix que
multiplicar-la per la matriu

1 0 O 1 0 O 1 00 1 00
T={0 1 0 01 O -3 3 =-3 30
0 -2 -1 -2 0 =2 0 01 8 —6 2

m R

Trianguleu la matriu segiient pel metode de Gauss:

2 01 2
1 -2 0 1
-1 6 1 -3
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Solucio
Tenim que
2 01 2 2 0 1 2 2 0 1 2
1 -2 0 1 ~1 0 —4 -1 0 ~| 0 —4 -1 0
-1 6 1 -3 ~2F— 0 12 3 —4 0 0 0 —4
Frdar F3~F3+3F,

m B’

Calculeu el rang i determineu files i columnes linealment independents en nombre maxim
de la matriu

5 -1
=5 1
-2 4

3 -1

Solucio

Com que les dues columnes de la matriu no sén proporcionals, el rang ha de ser almenys 2. Pero,
com que no hi ha més columnes, el rang no pot ser major i es conclou que el seu rang és 2.

Per tant, totes dues columnes

5 1
-5 . 1
1
-2 4

3 -1

son linealment independents en nombre maxim.

I pel que fa a les files, no podem agafar les dues primeres perqué séon oposades i, per tant, proporci-
onals. Pero si podem prendre per exemple la primera i la tercera

(5 -1) i (-2 4),
que no so6n proporcionals i son, per tant, files linealment independents en nombre maxim.

m '

Calculeu pel métode de Gauss el rang i determineu files i columnes linealment independents
en nombre maxim de la matriu

305 -1
-1 -3 4

N g N
—
|
—
~
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Solucio

Triangulant, tenim que

1 3 5 -1 1 3 5 —1
2 -1 =3 4 o -7 -13 6
5 1 -1 7 “lo —-14 —-26 12
7 9 1 JF.~F2—2F; \ 0 —14 =26 8 JFi~F1—2F
PR Fy~F4-2F;
1 3 5 —1 1 3 5 —1
|0 =7 =13 6 |0 -7 -13 6
10 0 0 O 10 o0 0 —4
0 0 0 —4 FyoF, 0 0 0 O

I com que el rang és 3, tant el nombre maxim de files com el de columnes linealment independents
és 3.

En particular, tenint en compte que els pivots anteriors son els corresponents a la primera, segona i
quarta files inicials (perqué la tercera i la quarta fila han estat permutades), obtenim que la primera,
segona 1 quarta files

(135 -1), (2-1-34) i (77091)
son linealment independents en nombre maxim.

I de 1a mateixa forma, tenint en compte que els pivots obtinguts corresponen també a la primera,
segona i quarta columnes de I’altra, es dedueix que la primera, segona i quarta columnes

1 3 -1
2 1 . 4
50 1 ' 7
7 7 1

son també linealment independents en nombre maxim.

Analitzeu si la matriu seglient és regular 1, en cas negatiu, trobeu una submatriu regular

1= %)

d’ordre maxim:

Solucio

Com que les files i columnes de la matriu no so6n multiples I'una de I’altra, tenim que
rang A = 2

1 la matriu és, doncs, regular.
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m B’

Analitzeu si les matrius segiients son regulars i, en cas negatiu, trobeu una submatriu regular
d’ordre maxim pel métode de Gauss:

31 1 -1
b= 50 3 -1
a) |2 -1 =3]; b B
(a) (b) 1 5 i 5
1 -1 -6
-2 1 =2 0
Solucio
(a) Triangulant la matriu, tenim que
1 -3 -1 1 -3 -1 1 3 -1
-1 -3 ~| 0 5 -1 ~l0 5 -1
1 -1 —6/pF,— 0O 2 -5 0 0 =23
%35}3_2511 F3~5F;—2F,
Per tant, com que
rang A = 3,
es dedueix que la matriu és regular.
(b) Triangulant la matriu, tenim que
31 -1 3 1 1 -1 3 1 1 -1
50 -1 N 0 -5 2 N 0 -5 4 2
12 -1 -2 10 5 -4 -5 "o o0 o0 -3
— — F,~3F,—5F —4 —
21 =2 0/ N0 5 —4 —2)ppur, \O 0 00
Fy~3F4+42F, 44T
Per tant, com que
rang A # 3,

es edueix que la matriu no és regular.

I com que els pivots corresponen a les tres primeres files i a la primera, segona i quarta columnes
de la matriu original, tenim que una submatriu regular és

31 -1
5 0 -1
1 2 =2

Resoleu I’equacié lineal
X—2y+3z=-2.

Solucio
La solucié d’una sola equacio lineal s’obt¢ aillant una de les incognites:

x=-2+2y-3z.
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m 3

Resoleu els sistemes d’equacions lineals segiients pel metode de Gauss:

x—=2y+z=2
X+2y—3z=-2 2x—y+3z=4

2x—y+3z=0
(a) ; (b) 3x+z=0 ¢; () x+2y—2z=-2

x+2y=-1
2x—y+2z=3 4x +3y—z=0

3x—-5y+z=-2

. J

Solucio

(a) Considerem la matriu i la matriu ampliada i triangulem-les fent transformacions elementals
per files:

1 =2 1] 2 1 =2 2
2 -1 3| 0 o 3 1]-4
1 2 0|-1 I ) -1|-3
3 =5 1| =2 )F~F—-2F; \ ( 1 —2| —8 JF.~3F:—4F
153:1%—_31:1}1 P34~3F%4—F22 .
1 =2 1 2 1 =2 1 2
o 3 1| —4 o 3 1] -4
10 0 -7 7 10 0 -7 7
0 0 —-7|-20 FunFu-Fs 0 0 0]-=27

En conseqiiéncia, és incompatible ja que
rang A =3 i rang (A|B) = 4.

(b) Considerem la matriu i la matriu ampliada i triangulem-les fent transformacions elementals
per files:

1 2 =3| =2 1 2 =3 -2 1 2 =3| =2

3 0 1 0 ~1 0 —6 10 6 ~1 0 —6 10 6

2 -1 2 3 ~F— 0 -5 8 7 0 0 =2 12
i s F3~6F3—5F,

En conseqiiéncia, és compatible determinat ja que
rang A =rang (A|B) = 3.
I llavors de la tercera equacio es té que z = —6 que, substituint a la segona, queda
—6y+10-(—6) =6,
d’on s’obté que y = —11. I llavors, substituint aquest valor a la primera, tenim
Xx+2-(=11) =3 -(=6) = -2,

que dona x = 21, en definitiva,

y=-11

I
|
o
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(c) Triangulant la matriu i la matriu ampliada del sistema fent transformacions elementals per files,

tenim que
2 -1 3 4 2 -1 3 4 2 -1 3 4
1 2 =21 -2 ~| 0 5 =7|-8 ~1 0 5 =7|-8
4 3 -1| 0/)pe2r,r, \O 5 —7|-8 0O 0 0| 0

F3~F3—2F, F3~F3-F;

En conseqii¢ncia, és compatible indeterminat amb 3 — 2 = 1 grau de llibertat ja que
rang A =rang(A|B) = 2.
I la solucioé general s’obté posant dues de les incognites en funcid de la tercera. En aquest cas, de

2x—y+3z=4

5y—7z=-8 ’
a partir de la segona equacio es té que
_7z-8
Y=
que, substituint a la primera, queda
7z —
2x — +3z=4
i es té, en definitiva, que
_ —4z+6
5
_7z-8
Y=

Resoleu I’equacié lineal homogenia

—3x+2y—z=0.

Solucio

La solucié d’una sola equacio lineal homogenia s’obté aillant una de les incognites:

z=-=3x+2y.

m B

Resoleu els sistemes d’equacions lineals homogenis segiients pel métode de Gauss:

3x+5y+2z=0

3x+5y+4z=0

(a) ; (b) 3x+5y—-7z=0
X+y—4z=0

4x —5y—6z=0
2x+9y+6z=0

2x+y—4z=0
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Solucio

(a) Triangulem la matriu d’aquest sistema d’equacions, tenim:

35 20 3 5 210

35 4]0 o o 210

11 —-410 10 =2 -141|0
Fy~F5—F

2 9 60 F32~3F23—F11 0 17 14 |0

En aquesta matriu, el segon coeficient de la diagonal principal és 0. Aleshores, per continuar
triangulant la matriu hem de permutar dues files de manera que el coeficient que ocupi aquest lloc
sigui no nul:

3 5 210 3 5 210 3 5 210
0 17 14|10 ~017 14 |0 ~017 14| 0
0 -2 —14(0 o o -210(0 o o -210(0
En conseqiiéncia, és compatible determinat ja que
rang A = rang(A|B) = 3
1, per tant, I'inica soluci6 €s la trivial:
x=0
y=0
z=0
(b) Triangulant la matriu del sistema, tenim que
1 —410 21 —410 21 —410
3 5 =710 ~|10 7 =210 ~10 7 =210
=5 =60/ pyr,sr, \O 7 =200/, . \0 0 00

Fy~—F3+2F;

En conseqiiéncia, és compatible indeterminat amb 3 — 2 = 1 grau de llibertat ja que
rang A = rang (A|B) = 2.

I per a la solucio general, a partir de la segona equacié del darrer sistema, es té que

y=7

que, substituint a la primera, queda
2z
2x + 7 —4z =0

1 obtenim, en definitiva,

13z
X =—
7
2z
y=—=
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m B’

Donada la matriu

-2 -3 2
2 2 =2
A= ]
-1 -2 1
=3 1 -2

trobeu una relacio de dependéncia entre les seves files.

Solucio
Hem de trobar coeficients ¢, t,, t; 1t, tals que
hE+ 6B+ 6B+ 0LE=(0 0 0),
és a dir,
(-2 -3 2)+6(2 2 —2)+6(-1 =2 1)+4(-3 1 —2)=(0 0 0),
que equival al sistema d’equacions lineals

_3t1+2t2_2t3+t4=0

Tenim, doncs,

-2 2 -1 310 -2 2 -1 310
-3 2 =2 1|0 ~| 0 -2 -1 =-7(0],
2 =2 1 =2|0)p2rm3,, \ O 0 0 10
F3~F3+F,
que té solucio
t, =2t,, t==2t, i t,;=0.

I donant el valor 1 al parametre t,, obtenim la relacié de dependéncia lineal
2(-2 -3 2)+(2 2 -2)-2(-1 -2 1)=(0 0 0)

o, el que és el mateix,
2K +F-25=(0 0 0).

m B’

Donada la matriu

expresseu la segona columna com a combinacio lineal de les altres tres.

Solucio
Hem de trobar coeficients ¢, ¢, i t5 tals que

tlcl + t2C3 + t3C4 = C2 N
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és a dir,
-3 4 -5 )
ol -1+ 1|+ -2|=(-3],
2 -2 3 3

que equival al sistema d’equacions lineals
—3t; + 4ty — 5t3 = =5
—t+t,—2t;=-3
2t —2t, +3t; =3

Tenim, doncs,

3 4 —5|-5 3 4 —5|-5 3 4 —5]|-5

-1 1 -2|-3 ~ 0O -1 —-1|-4 o~ 0o -1 -1|-4],

2 =2 3 3 /) F,~3F,—F 0 2 =1|-1 0 0 -3|-9
F32~3F32+2F11 F3~F3+2F2

que té solucid

t1:—2, tzzl 1 t3:3
Per tant, tenmim que
-5 -3 4 -5
=3 |==2| -1 |+ 1]1+3[ -2
3 2 -2 3

o, el que és el marteix,
C2 = —2C1 + C3 + 3C4.

m 3

Trobeu la forma triangular reduida de la matriu segiient pel métode de Gauss—Jordan:
31 -1
1 2 3
21 0
-1 2 5
Solucio
Tenim que
31 -1 31 -1 15 0 -15
1 2 3 N 0 5 10 N 0 5 10
21 0 o1 2 oo o
— Fy~3F,—F Fy~5F,—F
1 2 5 F32~3F32—2 F11 0 7 14 F;~5F;—F§ 00 0
Fy~F4+3F, F4~5F4—7F,

m 3

Resoleu simultaniament, pel métode de Gauss—Jordan, els sistemes d’equacions lineals

2x+y+3z=2 2x+y+3z=1
x—3y+z=1 1 xX—=3y+z=-2
5x =8y +6z=-2 5x — 8y +6z=-5
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Solucio

Triangulant la matriu conjunta d’aquests dos sistemes lineals, tenim:

2 1 3 2 1 2 1 3 2 1
1 -3 1 1 -2 ~l0 -7 -1 0 -5
5 =8 6| -2 =5/ F,~2F,-F 0 —21 -3 |-14 —=15/F,~7F,+F,

14 0 20 14 2
0o -7 -1 0 -5
0 0 0|-14 O

R

Per tant, el primer sistema €s incompatible ja que
rang A = 2 i rang (A|B) = 3.
I en el segon es té que
rang A = rang (A|B) = 2
1, per tant, és compatible indeterminat amb un grau de llibertat. I la seva soluci6 general és, doncs,
_ —10z+1
7
—z+5
7

m B

Trobeu la inversa de les matrius segiients pel métode de Gauss—Jordan:

y:

1 1 1
273 1 1 1
a) A=(3 9 4]; b) B= T
(a) (b) P
2 4 2
1 -1 -1 1

Solucio

(a) Per calcular la inversa de la matriu A hem d’aplicar el mé¢tode de Gauss—Jordan a la matriu
(AlD):

27 3[100 2 7 3|/ 100
39 4(010 ~[0 =3 -1]=3 2 0
2 4 2(0 0 1/)pem3r, \0 =3 =1|=1 0 1/p . 3r47r,

F3~F3—F; F3~F3—-F,
6 0 2|-18 14 0

0 -3 —-1| -3 2

0O 0 O 2 =21

R

I aleshores, com que
rangA # 3,

es dedueix que A no és regular i, per tant, tampoc no té inversa.
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(b) Per calcular la inversa de la matriu B hem de aplicar el métode de Gauss—Jordan a la matriu
(B|D):

1 1 1 1/1 000 1 1 1 1/ 10 0 0

1 1 -1 =1/0 1 0 0 o o -2 —2-1 100

1 -1 1 -1/0 01 0 10 =2 0 =2|-1 010
-1 = Fy~F>—F - —

1 -1 -1 1/0 0 0 1 hh 0 -2 =2 0|-1 00 1 FyoF,

F4~F4—F1

En particular, el rang de la matriu €s 4 i, en conseqliéncia, és regular. I continuant, tenim:

1 1 1 1/ 1 0 0 0 2 0 2 0/ 10 10

0 -2 0 -2|-1 010 0 -2 0 =2|-10 10

10 0 -2 -2|-110 0 10 0 -2 -2|-11 00

0 =2 =2 0[-1 0 0 1)p2p+r, \O 0 =2 2| 0 0 —1 1)p~p+F,
2 0 0 =2 0 1 10 4 0 00| 1 1 11
o —=2 o —=2f-1 0o 10 o =4 oo0j-1 -1 11
10 0 -2 -2/-1 1 0O 1o 0 -4 0l-1 1 -1 1
0O 0 0 4| 1 -1 -1 1J)f~2F+Fx \o0 o0 0 4| 1 -1 -1 1

Fy~2F,+F,

Per tant, la inversa de B és

1 1 1 1
g 11 1 -1 -1
411 -1 1 -1

1 -1 -1 1
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Capitol

Determinants

Calculeu el determinant d’ordre 1
|-4].

Solucio

Els determinants d’ordre 1 son, senzillament, els elements:

| —4|=-4.
Calculeu el determinant d’ordre 2
-4 -5
8 7

Solucio

Els determinants d’ordre 2 son el producte dels elements de la diagonal principal menys el producte

dels elements de la diagonal secundaria:

-4 =5
8 7

=—4.7-8-(=5)=—28+40=12.

Calculeu el determinant d’ordre 3

3 4 =5
8 7 =2
2 -1 8

25
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Solucié
Els determinants d’ordre 3 es poden calcular fent servir la regla de Sarrus:
3 4 -5

8 7 —2|=3-7-844-(=2)-248-(=1)-(=5)—(=5)-7-2—(=2)-(=1)-3—4-8-8
2 -1 8

=168—-16+40+70—6—256=0.

m 3

Calculeu el determinant d’ordre 4

4 1 -3 —4

posant zeros en alguna fila o columna i desenvolupant després per aquesta mateixa fila o
columna.

Solucio

Observem que la segona fila del primer determinant té dos zeros. Per tant, si fem una transformacio
elemental per columnes podem aconseguir que n’hi hagi un altre:

-3 2 1 2 -1 2 1 2
5 0 2 0 1 0 0 2 0
6 —4 2 1 T2 2 -4 2 1
4 1 -3 —4 . 23 1 -3 —4
) -1 2
=§-(—2) 2 =4 1|=—(-176+46+4+ 184+ 11+ 16) = —85.
23 1 -4

m 3

Calculeu el determinant d’ordre 4

2 2 -10
5 -1 21
6 3 -2 1
4 1 3 2

pel métode de Gauss.

Solucio

Posant zeros per sota dels pivots de cada columna, tenint en compte que si multipliquem una fila
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per un escalar no nul ’hem de treure també aquest a fora dividint, tenim:

2 2 -10 2 2 -1 0
5 -1 21 10 -12 2
6 3 -2 1 T 2/0 -3 11
4 1 3 2 |F2~2F-5F, 0 =3 5 2 |F.~4F+—F
;Z:gi:gg FomdFy—Fy
2 2 -1 0 2 2 -1 0
11 1f0 -12 9 2 1 10 -12 9 2
T2 4 40 0 —5 2 32 5|0 0 -5 2
2-(=12)-(=5)- 52
_ (=12) - (=5) —39.

160

m '

Calculeu el determinant de la matriu quadrada d’ordre 4

2 1 1 4
-1 -1 -2 2
A=
-3 =3 3 2
-2 =2 2

mitjangant la regla de Laplace.

Solucio

Si desenvolupem pels coeficients de la tercera fila, tenim que

2 1 1 4
1 1 4 2 1 4 2 1 4
1 -1 -2 2
det A = =-3|-1 -2 2|-(=3)|-1 —2 2|+3|-1 -1 2
-3 -3 3 2
-2 4 2 -2 4 2 -2 -2 2
—2 -2 2
2 1 1
—2|-1 -1 —2|=-3-(—46)—(=3)-(=58)+3-2—2-(—8) = —14.
-2 -2 4

Calculeu el determinant de la matriu

EREE

A== -

S| -1 0 2
1 3 —4
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Solucié
Com que el determinant és d’ordre 3, tenim que
L[2 1 4 e |24
det A= 5 -1 0 2 || = (5) -1—=1 0 2
1 3 —4 1 3 -4
_ 1 (0-12+2-0+12 4)—_2— !
-8 8 4
Analitzeu si les matrius segiients son directes, inverses o singulars:
4 7 1 1 0 -1 1 4 -1
(a) 12 0]); (b) 2 -1 0]; (c) 2 -1 4
-2 3 =7 1 10 -6 1 10 -6

Solucio

(a) Calculem el determinant fent servir la regla de Sarrus:

4 7 1
1 2 0|=-56+3+0+4-0+49=0.
-2 3 =7

I com que el determinant és 0, la matriu és singular.

(b) Calculem el determinant fent servir la regla de Sarrus:

1 0 -1
2 -1 0[=6—-20+0—-1-0-0=-15<0.
1 10 -6

I com que el determinant és estrictament negatiu, la matriu és inversa.

(c) Calculem el determinant fent servir la regla de Sarrus:

1 4 -1
2 -1 4({=6—-20+16—1—-40+48=9>0.
1 10 -6

I com que el determinant €s estrictament positiu, la matriu és directa.

nverses:
1{ 3 4 L=t 1
A=- ; b) B=| — ; C=
@ 5(_4 3) (b) 111 ©
1 1 -1

Determineu si les matrius segiients sén ortogonals i, en cas afirmatiu, si son directes o

= o O O

oS = O O
o O = O
S O O
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Solucio

(a) La matriu A ¢és ortogonal per ser del tipus
a -b o a b
b a b —a)’

2 2
a2+b2:(§) +(—g> =1.

I és directa per ser exactament del primer tipus ja que, en aquest cas, es té que

amb

det A = a? + b2,

és a dir, 1.
(b) Com que
1 -1 1 1 -1 1 3 -1 -1 1 00
B'B=| -1 1 1 -1 1 1]=]-1 3 -1 |# 1 0],
1 1 -1 1 1 -1 -1 -1 3 0 01

la matriu B no és ortogonal.

(c) Com que
0 0 01 0 0 01 1 0 0O
001 O0fJjo 0 1 0 01 00
CiCc = = ,
01 0O 01 0O 0 010
1 0 0 O 1 0 0O 0 0 01
la matriu C si és ortogonal.
I com que, a més,
0 0 01
0010
det C = =-1,
0100
1 0 0O

¢és inversa.

2.2 Menors i adjunta

m )

Calculeu els menors que s’obtenen en orlar el menor format per les dues darreres files i
columnes de la matriu

-1 2 2 0
2 4 -1 3
-3 0 -2 -1

\ J

Solucio

Com que el menor format per les dues darreres files i columnes és el menor d’ordre 2

9

-1 3
-2 -1
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els menors d’ordre 3 que s’obtenen orlant el menor anterior amb la primera fila i la primera i
segona columna respectivament soén

-1 2 0
2 -1 3|=-140-18—-0—-6+4=-21
-3 -2 -1

1
2 2 0
4 -1 3|=240+0-0+12+8=22.
0 —2 -1

Calculeu el rang i determineu files i columnes linealment independents en nombre maxim
de la matriu segiient pel métode dels menors:

3 2 5 2 7
6 4 4 5
3 2 -1 2 -11
6 4 1 4 -13

. J

Solucio

Evidentment, les columnes de la matriu no sén totes multiples d’'una mateixa columna. Per tant, el
rang com a minim és 2.

En aquest cas, no podem agafar el menor format per les dues primeres files i columnes perqué és
zero. Pero, en canvi, el menor format per les files primera i segona i les columnes segona 1 tercera

3 2 7
6 4 5
3 2 -1 2 -11
6 4 1 4 -13
si és un menor d’ordre 2 no nul:
2 5
‘4 7)——6;é0.
Si afegim la tercera fila i la primera columna
)
3 2 7
6 4 s
=13 2 -1 2 -11
6 4 1 4 -13

tenim
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Si afegim la tercera fila i la quarta columna

3
3 27
6 4 5
=13 2 -1 2 -11
6 4 1 4 -13
queda
2 5 2
4 7 4|=0
2 =1 2
I si afegim la tercera fila i la cinquena columna
1
3 2 7
6 4 5
-3 2 -1 2 -11
6 4 1 4 -13
obtenim
2 5 7
4 7 5/=0
2 -1 -11
Per tant, les tres primeres files son linealment dependents. I si afegim ara la quarta fila i la primera
columna
\
3 2 7
6 4 5
3 2 -1 2 -11
- \6 4 1 4 -13
s’obté
3 25
6 4 7(=0
6 4 1
Si afegim la quarta fila i la quarta columna
3
3 2 7
6 4 s
3 2 -1 2 -11
- \6 4 1 4 -13
es té
2 5 2
4 7 4]=0
4 1 4
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I si afegim la quarta fila i la cinquena columna

l

3 2 7

6 4 5

3 2 -1 2 -11
- \6 4 1 4 -13

el resultat és

2 5 7

4 7 51=0.

4 1 -13

Per tant, la primera, la segona i la quarta files son també linealment dependents. En definitiva, el
rang és 2 i el nombre maxim de files i columnes linealment independents és també 2.

I tenint en compte que el menor no nul d’ordre maxim obtingut correspon a la primera i segona
files, es dedueix que la primera i la segona files per exemple

(32527) i (647 45)

son linealment independents en nombre maxim.

I com que el menor no nul d’ordre maxim obtingut correspon tamb¢ a la segona i tercera columnes,
es dedueix que la segona i la tercera columnes per exemple

A~ N B~
~

son linealment independents en nombre maxim.

m '

Calculeu el rang de la matriu

a®>—-5a—-10 a*-5a—-14 a*—-3a-8
A= —2a—4 —2a—4 —a-—2
—a’+3a+8 —-a’?+3a+10 —a’?+2a+7

en funcio6 del parametre a.




2.2. Menors i adjunta 33

Solucio
El que farem ¢s calcular el determinant d’aquesta matriu i analitzar quan s’anulla:

a?—5a-10 a*-5a—-14 a*—-3a-8

—-2a—4 —-2a—4 —a—2 =
—a’+3a+8 —a’+3a+10 —a*+2a+7|c;~c,-2c;
Cy~Cy—2Cs
—a’+a+6 —a*+a+2 a*—-3a-38
0 0 —a—2 =
a?—a-6 a*—-a—-4 —-a*+2a+7
—a’4+a+6 —a*+a+2
—(-a-2): a?—a—-6 a*—a-—4 -

2 2
—a*+a+6 —a“*+a+2
(a+2)-’ ‘

0 -2
—2(a+2)(—a’?+a+6)=2a+2)*(a-3).

Aleshores, és clar que aquest determinat s’anulla quan
a=-2 (0] a=3.

En el primer cas, substituint a per —2 la matriu queda

4 0 2
o0 0],
-2 0 -1

que té rang 1 per tenir totes les files i columnes proporcionals.

En el segon, substituint ara a pe 3 s’obté la matriu

-16 -20 -8
-10 -10 -5,
8 10 4

que té rang 2 perque no pot ser 1 per no tenir totes les files i columnes proporcionals ni 3 per
anullar-se el determinant de la matriu.

I, finalment, sia # —21 a # 3 es té que el rang és 3 per no anullar-se el determinant de la matriu.

m '

Analitzeu si les matrius segiients son regulars i, en cas negatiu, determineu una submatriu
regular d’ordre maxim pel métode dels menors:

3 2 5 4
01 4 2 3 6 8
a) A= -1 2 31; b) B=
(@) (b) 4 1 4 2
21 =2
1 -6 -9 =20
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Solucio

(a) Com que en cas que la matriu no sigui regular ens interessara trobar un menor no nul d’ordre
maxim, convé calcular el determinant pel métode de Gauss:

01 4 -1 2 3 -1 2 3
-1 2 3 =—| 01 4 =—| 0 1 4/=-16+#0.
21 =2 11::;:11::i 21 =2 FymFytaF, 05 4

Per tant, la matriu A si és regular.

(b) Com que en cas que la matriu no sigui regular ens interessara trobar un menor no nul d’ordre
maxim, convé calcular el determinant pel métode de Gauss:

3.2 5 4 32 5 4 325 4

2 3 6 8 _(1)30 5 8 16 _1]0 5816/

4 1 4 2 ~\3/ o -5 -8 -10 2710 0 0 6|
— — — Fy~3F,—-2F — — —

1 -6 -9 —20|R3f-ah 0 —20 =32 —64|F, FuF, 000 O

AT Fy~Fy+4F,

Per tant, la matriu B no és regular. I com que el menor format per les tres primeres files i la primera,
la segona i la quarta columnes és no nul, una submatriu regular d’ordre maxim ¢és, doncs,

N o B

3 2
2 3
41

'_m 3

Resoleu els sistemes d’equacions lineals segiients pel métode de Cramer:

5x—6y+z=4 2x+3y+5z=10 2x—=3y+z=2
(a) 3x—-5y—2z=3;; b) 3x+7y+4z=3 ;; (¢) 3x—-5y+5z=3
2x—y+3z=5 xX+2y+2z=3 5x—8y+6z=>5

Solucio

(a) Matricialment, tenim:

5 -6 1|4
3 =5 =213
2 -1 315

Llavors, com que la matriu dels coeficients de les incognites té un menor d’ordre 2 no nul

5 —6
=-7#0
3 =5 7
1 el seu determinant és
5 —6 1
3 =5 =2(=0,
2 -1 3
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el rang de la matriu del sistema és 2. I afegint la tercera fila i la columna de termes independents
tenim

5 —6 4
3 =5 3[=-28#0
2 -1 5

Per tant, el sistema ¢és incompatible ja que
rang A =2 i rang (A|B) = 3.

(b) Matricialment, tenim:

2 3 5|10
37 4] 3
1 2 2] 3

En aquest cas, el menor format per les dues primeres files i columnes és no nul:

23
37

‘=57é0.

I ’inic menor d’ordre 3 de la matriu del sistema és també no nul

=140

N N W
N B~ W

2
3
1
1, en conseqiiéncia, aquest sistema és de Cramer i, en particular, compatible determinat ja que

rang A = rang (A|B) = 3.

Per tant, la seva soluci6 ve donada per la regla de Cramer:

10 3 5 2 10 5 2 3 10
3 7 4 3 3 4 3 7 3
3 2 2 3 1 3 2 -2 1 2 3 2
X = =-=3; y= = — =-2; z= =-=2
2 35 1 2 35 1 2 35 1
3 7 4 3 7 4 3 7 4
1 2 2 1 2 2 1 2 2
(c) Matricialment, tenim:
2 =3 1|2
3 -5 5|3
5 -8 615

En aquest cas, el menor d’ordre 2 corresponent a les dues primeres files i columnes és no nul

I com que el determinant de la matriu dels coeficients de les incognites és

2 =31
3 =5 5(=0,
5 -8 6
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el rang de la matriu del sistema és 2. Llavors, afegint la tercera fila i la columna de termes indepen-
dents tenim

2 -3 2
3 =5 3|=0.
5 -8 5

Per tant, el sistema és compatible indeterminat amb 3 — 2 = 1 grau de llibertat ja que
rang A = rang (A|B) = 2.

Llavors, d’una banda, com que les columnes del menor d’ordre 2 amb determinant no nul sén la
primera i la segona, agafem les incognites x i y com a principals.

I d’altra banda, les files del menor d’ordre 2 no nul son la primera i la segona 1, per tant, la tercera
equacié la podem eliminar:

2x—=3y=—z+2

3x—5y=—5z+3} '
I, finalment, resolem aquest sistema de 2 equacions amb 2 incognites mitjangant la regla de Cramer:

—z+2 =3
—5z+3 =5 —10z -1
X = = =10z +1;
2 -3 -1
3 =5
2 —z+42
3 —5z+3 -7z
y= = =7z.

3 =5

m 3

Resoleu els sistemes d’equacions lineals homogenis segiients pel métode de Cramer:
—X+2y—3z=0 3x+2y+5z=0
(a) 2x+3y—5z=0¢;; (b) 6x+4y+7z=0
—x+3y—-3z=0 3x+2y—2z=0
Solucio
(a) Matricialment, tenim:
-1 2 =310
2 3 =510
-1 3 =310

En primer lloc, el menor format per les dues primeres files i columnes és diferent de zero:

-1 2
IR

2 3

Per tant, el rang és almenys 2 i el menor d’ordre 3 obtingut afegint la primera columna i la tercera

fila és
-1 2 -3

2 3 —5|=-11#0.
-1 3 =3
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Per tant, com que el sistema és homogeni, el rang de la matriu ampliada €s igual i tenim que
rang A = rang (A|B) = 3.

Aixo vol dir que el sistema és compatible determinat i, per ser homogeni, la solucié ha de ser la
trivial:

x=0
y=0
z=0
(b) Matricialment, tenim:
3 2 510
6 4 710
32 —-1]0

En primer lloc, és clar que el menor format per les dues primeres files i columnes és 0. En canvi,
I’obtingut considerant les files primera i segona i les columnes segona i tercera és no nul:

=—6#£0.

2 5
4 7

Per tant, el rang és almenys 2 i el menor d’ordre 3 obtingut afegint la primera columna i la tercera
fila és

3 2 5
6 4 7|=0.
3 2 -1

Per tant, com que el sistema és homogeni, la matriu ampliada té el mateix rang i es té que
rang A =rang(A|B) = 2.
En conseqiieéncia, el sistema és compatible indeterminat amb 3 — 2 = 1 grau de llibertat.

Llavors, d’'una banda, com que les columnes d’un menor d’ordre 2 no nul son la segona i la tercera,
agafem les incognites y i z com a principals.

I, d’altra banda, suprimint les files tercera i quarta i passant els termes de la primera columna a la
columna de termes independents, obtenim el sistema equivalent

2y +5z=-3x
4y + 7z = —6x

que podem resoldre ja mitjangant la regla de Cramer:

—3x 5

’—636 7‘ 9x 3x
YR s Tme T T2

3

2 —3x

‘4 —6x 0
———_—6=0.

25
4 7
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m )

Resoleu el sistema d’equacions segiient pel metode de Cramer:

=2x+2y—z—-2t=-1
X—=2y+3z+4t =2
—X+2z+2t=1

Solucio

Matricialment, tenim:
-2 2 -1 =-2|-1
1 -2 3 4 2
-1 0 2 2 1

En aquest cas, el menor d’ordre 2 corresponent a les dues primeres files 1 columnes €s no nul

-2 2
1 -2

’=2750.

Llavors, com que els determinants de la matriu dels coeficients que s’obtenen orlant el menor
anterior son tots nuls

-2 2 -1 -2 2 =2
1 -2 3= 1 =2 4|=0,
-1 0 2 -1 0 2

obtenim que el rang de la matriu de coeficients és 2.

I com que el determinant que s’obté orlant el menor d’ordre 2 no nul anterior amb la columna de
termes independents és també nul

-2 2 -1
1 -2 2(=0,
-1 0 1

obtenim que el rang de la matriu ampliada és tambeé 2.

Per tant, el sistema ¢és compatible indeterminat amb 3 — 2 = 1 grau de llibertat ja que
rang A = rang (A|B) = 2.

Llavors, d’una banda, com que les columnes del menor d’ordre 2 amb determinant no nul so6n la
primera i la segona, agafem les incognites x i y com a principals.

I d’altra banda, les files del menor d’ordre 2 no nul son la primera i la segona 1, per tant, la tercera
equacié la podem eliminar. I passant a I’altra banda les altres incognites tenim:

—2x+2y=—-1+2z+2t
x—2y=2-3z—4t |
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I, finalment, resolem aquest sistema de 2 equacions amb 2 incognites mitjangant la regla de Cramer:

’—1+z+2t 2‘
2-3z—4t 2| —2+4z+4t
X = = =-1+42z+2t;
) 2 2
1 -2
‘—2 —14+z+2t
1 2—-3z—4t -3+ 5z + 6t
y: = .
) 2 2
1 -2

m 3

Resoleu, en funcio6 del parametre a, el sistema d’equacions lineals segiient pel métode de
Cramer:
ax+y+z=«a
X+ay—z=1
3 x+y+az=2
Solucio

En primer lloc, calculem per a quins valors de « el sistema és de Cramer, és a dir, per a quins valors
de « el determinant de la matriu dels coeficients de les incognites €s no nul:

a 1 1
1 a -1|=®-3+1-3a+a—a=a>—-3a-2.
3 1 o

I podem calcular les solucions mitjangant la regla de Ruffini

ila formula de ’equacio de segon grau

1+J1+8 1++9 1+3 [2;

a = = = =

2 2 2 1

Tenim, doncs, que el determinant és igual a
(a+1)>*(a—2)

i cal distingir, doncs, els casos
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(i) Primer cas: a = —1.
En aquest ca, el sistema d’equacions és

—Xx+y+z=-1
x—y—z=1

3 x+y—z=2
i, evidentment, la primera i la segona equacions s6n la mateixa.

Per tant, podem eliminar—ne una de les dues i el sistema queda

x—y=z+1
3x+y=z+2 ’

que ¢és compatible indeterminat i la seva solucio general és

z+1 -1
z+2 1 2z+3
X = = ;
1 -1 4
3 1
1 z+1
3 z4+2 -2z -1
y: —
1 -1 4
3 1
(i1) Segon cas: o = 2.
Ara el sistema d’equacions és
2x+y+z=2
x+2y—z=1

3x+y+2z=2

i la matriu dels coeficients de les incognites

w [=]]
= [o]=]
L

té un menor d’ordre 2 no nul

21
) =3#0.

1 2

I per a calcular el rang de la matriu ampliada

=[]
—
N = N
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és suficient calcular el determinant que s’obté quan afegim la tercera fila i la quarta columna

1
2 =-340.
1

w = N
N =N

Aleshores, el rang de la matriu ampliada és 3 i el sistema és incompatible.
(iii) Tercer cas: a # —112.

Ara el determinant és diferent de zero, el sistema ¢s de Cramer i aplicant la regla de Cramer tenim:

a 1 1
1 oo -1
21 «a @—-2a-1 (a+D@-a-1) a-a-1

T A1) @—-2) @+1P@—-2) @+DP@-2  @+Da-2)’

a a 1
1 1 -1
3 2 a —a—-1 -1

Y Gt 12@—-2 @+Da-2) @+rDa-2)

w =

1
a
1

SRR ]

B =+l (@+D)A-a) 1-«
Z= (@+12a—-2) (a@+1D*(a-2) (a+12@-2) @+)(a=-2)

Trobeu els valors de A per als quals el sistema d’equacions

—3x+2y—-2z=1Ax
—2x+y—2z=21y
2x=2y+z=121z

€s compatible indeterminat.

\.

Solucio
En primer lloc, el sistema de ’enunciat es pot escriure en la forma
(-3-ADx+2y—-2z=0
—2x+(1=A)y—-2z=0
2x—=2y+(1-A)z=0

I com que aquest sistema és homogeni, sera compatible indeterminant quan el rang de la matriu de
coeficients sigui 2 o, el que és el mateix, quan s’anulli el determinant d’aquesta matriu:

-3-2 2 -2
-2 1-14 -2 |=0.
2 -2 1-2
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Aleshores, aplicant la regla de Sarrus, aquest determinant queda
(=3=DA-DA-2)—-8-8+41-1)—4(-3-)+41-1)=0
que, desenvolupant, es converteix en
B -2+21+1=0.

Aleshores, calculem les solucions mitjangant la regla de Ruffini

ila formula de ’equacio de segon grau

A

_2xya-4 2xy0 2x0 |[-1;
==

-2 -1.

Per tant, en definitiva, obtenim que els valors de A per als quals el sistema és compatible indeterminat
son

m 3

Calculeu la matriu adjunta de la matriu

2 -1 1
-1 2 3
0 1 -1

. J

Solucio

Els adjunts respectius de cada coeficient de la matriu sén

2 3 -1 3 -1 2
=-5, = =-1; =-1;
1 -1 0 -1 01
-1 1 2 1 2 -1
- =0; ==2; - ==2;
1 -1 0 -1 0 1
-1 1 21 2 -1
=-=5; - =-7; =3.
2 3 -1 3 -1 2
I, per tant, la matriu adjunta és
-5 -1 -1
0o -2 -2
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Trobeu la inversa de les matrius segiients pel metode de I’adjunta:

4 7 1 1 3 -2
@ A= 12 o]; (® B=|[4 1 5
-2 3 -7 2 -1 5

Solucio

(a) Per comprovar si la matriu A és regular, hem de comprovar si el seu determinant és no nul:

4 7 1
1 2 0|=-56+3+0+4-0+49=0.
-2 3 =7

Per tant, no és regular i, en conseqiiéncia, no té inversa.

(b) I pel que fa a la matriu B el seu determinant és

1 3 =2
4 1 5|{=54+30+8+4+5-60=—-8+#0
2 -1 5

1, per tant, la matriu B és regular.

Llavors, els coeficients 3;; de la seva matriu adjunta séon

15 45 4 1
= =10; =- =-10; = =—6;
fu=| 3 ga=-|3 3| gs=|3 1|
3 =2 1 -2 1 3
- — =—13; = =9; = — =17;
fa=-|_ 73| fa=|y Bs=-|5 i
3 =2 1 -2 1 3
B ]1 5‘ B ‘4 5’ By ’4 1‘

1, en conseqiiéncia, la inversa de la matriu B és, doncs,

t
10 =10 -6 -10 13 -17
N 1 1
(Ba)=_—8 -39 7)=g[ 10 -9 13
17 -13 -11 6 —7 11

m 3

Resoleu simultaniament, pel métode de ’adjunta, els sistemes d’equacions lineals

1

-1 _ .
det B

3x+y+2z=2 3x+y+2z=1
x—3y+z=1 1 xX—=3y+z=-2
6x —8y +5z=-2 6x — 8y + 5z = =5
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Solucio

Els dos sistemes anteriors es poden escriure en forma matricial simplificada
3 1 2 2 1
1 -3 1 1 -2
6 -8 5|—-2 =5

En primer lloc, és clar que el rang de la matriu del sistema és 2 ja que

301
=-10#0
s
i
3.1 2
1 -3 1|=0
6 —8 5

D’altra banda, pel que fa a la matriu ampliada del primer sistema, com que

31 2
1 =3 1|=70+0,
6 —8 —2

el seu rang €s 3 i el sistema és, per tant, incompatible.

I respecte de la matriu ampliada del segon sistema, com que

3 1 1
1 -3 =-2|=0,
6 -8 =5

el seu rang és 2 1, per tant, el sistema és compatible indeterminat. Llavors, podem prescindir de la
darrera equacio i passar els termes en z a I’altre costat i tenim:

3x+y=1-2z
X—3y=-2-z '

(0 )C)- (57

Llavors, aillant la matriu incognita passant la inversa de la matriu d’aquest sistema a I’altre costat,

queda
x\ (3 1\ [1-2z2 o 1 (=3 —1\(1-2z\_ 1(-1+7z
y] \1 =3 —2-z) 1w0\-1 3/\-2-z) 10\ —7-2z)"

del que es dedueix que la solucié del segon sistema lineal és

o sigui,

_1—7z. _7+z

=70 > YT 1o




2.2. Menors i adjunta 45

-2 1 -1 -1 -1 0 -1 -2 -1
A= 31 1], B = 2 1 1 i C=|-2 2 1],
-2 0 -1 2 01 -1 1 1

trobeu una matriu X tal que AXB = C.

.

Solucio

Es immediat que

2 1 -1 -1 -1 0
det(d)=| 3 1 1|=1 i detB)=| 2 1 1|=-1,
-2 0 -1 2 01

per tant, les matrius A i B son regulars. Aleshores, podem aillar la X de la forma segiient:

X =A"1CcB!.
Per tant,
-1 -1

-2 1 -1 -1 -2 -1 -1 -1 0

X = 31 1 -2 2 1 2 11

-2 0 -1 -1 1 1 2 01

-1 1 2 -1 -2 -1 -1 -1 1

= 1 0 -1 -2 2 1 0o 1 -1

2 =2 =5 -1 1 1 2 2 -1
-3 6 4 -1 -1 1 11 17 -13
= o -3 -2 0 1 -1 |= -4 =7 5
7 =13 -9 2 2 -1 —25 —-38 29

m 3

Es consideren les matrius

3 1 2 2 1
(d A=|1 -3 1 1 B= 1 -2
6 =8 5 —2 5

0 -1 . 2 -1
(b) A= i B= .
-1 1 0 O
Analitzeu, en cada cas, si la matriu A és regular pel métode dels menors i, en cas afirmatiu,
resoleu les equacions matricials AX = B pel métode de I’adjunta.

Solucio

(a) Com que es té que

3 1 2
1 =3 1(=0,
6 -8 5

es dedueix que la matriu A no és regular.
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(b) Com que es té que
=-1 75 0 )

es dedueix que la matriu A si és regular.

Per tant, tenim que

I N et [ N

m B’

Es consideren les matrius
3 1 6

. 2 1 -2
(a) A=|1 -3 -8 1 B:( );
1 -2 5
2 1 5

0 -1 . 2 0
(b) A= i B= .
-1 1 -1 0
Analitzeu en cada cas si la matriu A és regular pel métode dels menors i, en cas afirmatiu,
resoleu les equacions matricials XA = B pel métode de I’adjunta.

Solucio

(a) Com que es té que

1 6
1 -3 -8({=-45+6-16+36+24—-5=0,
1 5

es dedueix que la matriu A no és regular.
(b) Com que es té que
’0 -1

=0-1=-1#0,
1 1‘ #

es dedueix que la matriu A si és regular.

Per tant, tenim que

(200 -0 - E )7



Capitol

Vectors al pla i a lI'espai

3.1 Elplai’espai vectorial

Calculeu la suma dels vectors (1,-3,2)1(0,1, 3). ]

Solucié
La suma s’obté sumant component a component:

(1,-3,2)+(0,1,3) = (1,-2,5).

Calculeu el producte de ’escalar —3 i el vector (-1, 2, 3). ]

Solucio
El producte s’obté multiplicant cada component per ’escalar:

—-3(~1,2,3) = (3,-6,-9).

Calculeu la combinacio lineal dels vectors
(-1,2,-2), (3,-2,1) 1 (-5,2,1)

amb els escalars 3, 21 —1, respectivament.

Solucio
Per definicio, només cal fer el calcul
3(—-1,2,-2) + 2(3,-2,1) — 1(—5,2,1) = (8,0, —5).

47
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Determineu si el vector (1, —1, 1) és combinacio lineal dels vectors del sistema

{((2,-1,3),(=3,1,2),(7,-3,4)}.

Solucio

De la condicid
a(2,-1,3) + f(=3,1,2) + y(7,-3,4) = (1,-1,1),

s’obté el sistema lineal
20— 38+ 7y =1

—a+p-3y=-1
3a+2B+4y =1

Aleshores, triangulant, tenim:

2 -3 711 2 -3 7] 1 2 -3 7] 1

-1 1 =3|-1 ~lo -1 1]-1 ~fo0 -1 1| -1

3.2 4| 1)k, 0 13 —-13|-1 0 0 0|-14
1532~221~"F32—+3F1«"11 F3~F3+13F,

I llavors, com que el rang de la matriu i el de 'ampliada sén diferents, el sistema és incompatible i
el vector
1,-1,1)

no és combinacio lineal dels vectors (2, -1, 3), (-=3,1,2)1(7,-3,4).

m B’

Analitzeu si els vectors de 14

(4,0,-5), (2,-1,-3) i (0,2,1)

son linealment dependents i, en cas afirmatiu, determineu una relacio de dependéncia lineal
entre ells.

Solucio
Per trobar una relacié de dependéncia lineal entre aquests vectors, de la condicio
a(4,0,-5) + B(2,—1,-3) + 7(0,2,1) = (0,0,0)

s’obté el sistema lineal

4o + 23 =0

—B + 2y =0

—5a—38+y =0

Aleshores, triangulant, tenim:
4 2 010 4 2 00 4 2 010
0O -1 2|0 ~10 -1 2|0 ~|0 -1 210
-5 =31 0 -2 4 0 0|0
F3~4F3+5F; F3~F3—2F,

Per tant, en ser compatible indeterminat, es dedueix que els vectors son linealment dependents.
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Llavors, resolent el sistema lineal obtingut s’obté que

a=-y i B=2y.

I prenent y = 1 per exemple, es dedueix que una possible relacié de dependéncia lineal entre els
vectors ¢és
-1(4,0,-5) + 2(2,—-1,—3) + 1(0,2,1) = (0,0,0)

Determineu el rang del sistema de vectors

{(-1,4,2),(3,0,—1),(—1,2,1)}.

Solucio

Com que el rang d’un sistema de vectors ¢és igual al de la seva matriu, hem de calcular el rang
d’aquesta. Tenim:

-1 3 -1 -1 3 -1 -1 3 -1
4 0 2 ~ 0 12 -2 ~ 0 12 -2
2 -1 1 ~ 0 5 -1 0 0 -2

R r Fy~12F;—SF,

Per tant, com que totes tres files son no competament nulles, el rang dels vectors anteriors €s 3.

m \

Comproveu que el conjunt definit per generadors

V =(3,51),(1,3,3),(3,2,-5),(2,3,0))

¢és un pla vectorial de 15 1 determineu una base i una equacié implicita minimal seva.

Solucio
Si (x, y, z) és un vector geneéric, s’haura de complir la condicio
a(3,5,1) + B(1,3,3) + ¥(3,2,—5) + 8(2,3,0) = (x, ,2),

que dona lloc al sistema lineal
3a+ B +3y+26 =x

Sa+38+2y+36 =y

a+36—5y=z
Aleshores, triangulant, tenim:
31 3 2|x 31 3 2 X
53 2 3|y ~l0 4 -9 —-1|3y-5x
13 50|z Esny 08 —18 —2|3z-x/_ .
31 3 2 X

~{0 4 -9 -1 3y —5x
00 0 O0|9%—6y+3z
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Per tant, el rang de la matriu de ’esquerra és 2 i es té que és un pla vectorial.

A més, com que els pivots de la matriu triangulada estan situats a les columnes primera i segona,
s’obté la base

{(3,5,1),(1,3,3)}.

I, d’altra banda, ’equacié implicita minimal s’obté imposant que sigui compatible, que passa quan
9x — 6y + 3z = 0 0, el que és el mateix,

3x—-2y+z=0.

m 3

Comproveu que el conjunt definit per equacions implicites

2x—y+5z=0
V:i4x-2y+7z=0
2x—y+z=0

¢€s una recta vectorial de 15 i trobeu-ne unes equacions implicites minimals i una base.

Solucio

Hem de resoldre el sistema lineal de les equacions implicites de V. Triangulant, tenim:

2 -1 5|0 2 -1 5]o0 2 -1 5]o0
4 =2 70 ~lo 0 -3|0 ~lo 0 -3|0
2 -1 1|0/per2r, \O 0 —4|0 0 0 0|0

F3~3F3—4F
3~F3—F; smeTsT2

Per tant, el rang és 2 i, en conseqliéncia, es tracta d’una recta vectorial.
Llavors, suprimint la darrera equacio implicita, s’obtenen les equacions implicites minimals

2x—y+5z=0
4x—-2y+7z=0
I com que la solucid general d’aquest sistema és y = 2x iz = 0, es té€ que els vectors de V' son els de

la forma
(x,¥,2) = (x,2x,0) = x(1,2,0)

1, en conseqiiéncia, una base seva és

{(1,2,0)}.

m B

Determineu quins dels sistemes segiients son base de 14 i, en cas afirmatiu, trobeu la seva
orientacio:

(a) {(_2’ e _1): (1’ 2, 5): (_35 2 9)},

(b) {(-1,1,-1),(8,-7,6),(8,—-3,-2)};

(C) {(_1’ 5, _4)’ (5, 0, 1), (za -2, 3)}
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Solucio
(a) Com que
-2 1 =3
3 2 2|==36—-2—-45-6+20—-27=-96<0,
-1 5 9
€s una base negativa.
(b) Com que
-1 8 8
1 -7 -3|=-144244+48-56—-18+16=0,
-1 6 -2
no és base.
(c) Com que
-1 5 2
50 —2[=404+10—-2+4+75=123>0,
-4 1 -3

és una base positiva.

Representeu graficament el vector que en la base B’ = {(2,—1), (1, 1)} té components (—4, 3)
—<és a dir, u = (—4, 3)5— i trobeu les seves components en la base canonica.

Solucio

El seu grafic és

(IR RO RRE SRR Ar SRRERRE TR

9 -8 =7 -6 -5 4 3 -2 -1 2 3 4 5 6 7 8 9

I les components del vector  en la base canonica sén

—4(2,-1) +3(1,1) = (=5,7).

Determineu el vector que té components (1,—2,1) en la base

B'={(3,-1,1),(2,1,0),(—1,2,4)}.
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Solucio

Hem de calcular la combinacio6 lineal dels vectors anteriors amb els escalars de les components
donades:

1(3,-1,1) — 2(2,1,0) + 1(-1,2,4) = (=2, -1,5).

A Tenllag Exercici 11 us podeu descarregar un model 3D en Blender d’aquest exercici.

Calculeu les components del vector (-2, 2, —10) en la base

B'={1,2,-1),(2,1,-2),(3,2,1)}.

Solucio

Per calcular les components del vector (—2, 2, —10) en aquesta base, hem de trobar x', y’, z’ tals
que
(-2,2,-10) = x'(1,2,-1) + ¥'(2,1,-2) + 2'(3,2,1).

Igualant component a component, tenim el sistema d’equacions

1 2 3 -2 1 2 3 -2
2 1 2 2 ~|l 0 -3 —4 6
-1 =2 1|-10/k,up2r, \O 0 4|-12
3~F3+F;
Llavors, és clar que la seva soluci6 és x' = 3, y" =21z’ = —31i, per tant, les components del vector

(=2,2,—10) en la base {(1,2,-1),(2,1,-2),(3,2,1)} sén
(3,2,-3).

A Tenllag Exercici 12 us podeu descarregar un model 3D en Blender d’aquest exercici.

m B’

Les equacions d’una recta de 5 en la base canonica soén

X+3y—z=0
—-2x+y+3z=0
(a) Calculeu la matriu de canvi de base de la base B’ ={(1,1,1),(2,3,3),(1,2,0)} a la base
canonica i escriviu la corresponent formula del canvi de base.

(b) Determineu les equacions de la recta anterior en la base B’.

Solucio

(a) Com que la matriu del canvi de base de B’ a B,

(R3, B,)

N

(R?, )
X!
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és

C =

—
W W N

tenim que la formula de canvi de base de B’ a B, és

X 1 2 1 x' x=x"+2y' +2
yI]={13 2] ]; y=x"+3y +2z'
z 1 30/\z Z=x +3y

(b) Per calcular les equacions de la recta en la base B’ necessitem tenir (x,y,z) en funcié de
(x',y',z"). Per tant, substituint les relacions de la formula de canvi de base anterior a les equacions
de ’enunciat, obtenim

X +2y'+2')+3(x"+3y"+2z')—(x'+3y')=0
=2(x'+2y' +z)+ (X' +3y' +2z')+3(x" +3y) =0
o, el que és el mateix,
3x'+8y'+7z' =0
X' +4y =0

m '

L’equacio d’un pla de V en la base B’ = {(1,1,1),(1,2,2),(—1,-1,0)} és
x' —2y'—=3z'=0.

(a) Calculeu la matriu de canvi de base de la base canonica a la base B’ i escriviu la
corresponent formula de canvi de base.

(b) Determineu I’equacio del pla anterior en la base canonica.

\. .

Solucio

(a) Com que la matriu del canvi de base de B’ a B, és

-1
C= -1,
0
tenim que la matriu de canvi de base de B, a B’
-1
(R B,) (R3, B")
X! X
és
2 =21
cCl=(-1 10
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Per tant, la formula de canvi de base de B, a B’ és

X' =2x-2y+z

x' 2 =21 x
yi]=({-1 1 0 v s Y =—x+y
z' 0 -1 1 z Z=—y+z

(b) Per calcular I’equacié del pla en la base canonica necessitem tenir (x’, y’, z') en funcio de (x, y, z).
Per tant, substituint les relacions de la férmula de canvi de base anterior a ’equacio del pla, obtenim

2x—-2y+z)—2(—x+y)—3(-y+2)=0

obé
4x -y —2z=0.
A T’enllag Exercici 14 us podeu descarregar un model 3D en Blender d’aquest exercici.

m B

L’equaci6 d’un pla de V5 en la base B’ = {(1,1,1),(0,1,1),(0,0, 1)} és

2x'+y'—z'=0.
(a) Calculeu la matriu de canvi de base de la base B” ={(1,2,1),(2,1,1),(1,1,2)} a la base

B’ 1 escriviu la corresponent féormula de canvi de base.

(b) Calculeu I’equacié del pla anterior en la base B”.

\. J

Solucio

(a) Llavors, d’'una banda, les matrius del canvi de base de B" a B, 1de B” a B,

(R, B") (R? B,) (R3, B") (R3 B,)
% % % %
son
1 0 0 1 21
cC=|110 1 D=2 1 1
1 11 1 1 2
respectivament. Llavors, la matriu de canvi de base de B” a B’
-1
(R3,B") (R3,B.) (R3,B")
X X X
q p_cp J
€s .
1 00 1 21 1 00 1 21 1 2 1
P=111 0 21 1]={-1 1 0 21 1= 1 -1 0
1 11 1 1 2 0 -1 1 1 1 2 -1 01
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Per tant, la formula de canvi de base és

X 1 21 N X =x" + 2yu +z"
y/ — 1 =1 0 y// : y/ = x" — y//
A -1 0 1 z" z = —x" + 2"

(b) Per calcular I’equacié del pla en la base B” necessitem tenir (x',y’,z") en funcioé de (x”,y", z").
Per tant, substituint les relacions de la formula de canvi de base anterior a I’equaci6 del pla, obtenim

2(x// + 2yu + ZII) + (xn _ y") _ (_x// + ZII) =0,

és a dir,
4x" +3y" +z" =0.

m 3

L’equaci6 implicita del pla vectorial P és

x—2y+3z=0.

Calculeu la seva equaci6 en la base B’ = {(-2,1,1),(1,-1,2),(-1,1,-1)}.

Solucio

La formula del canvi de base de la base B’ = {(1,1,1),(1,2,2),(—1,—1,0)} a la base canonica és

X -2 1 -1 x'
y|= 1 -1 1 y'
z 1 2 -1 z'

i’equacio del pla P (en la base canonica) es pot escriure com a

(1 -2 3)

Aleshores, ’equacio de P en la base B’ sera

=0.

N < =

-2 1 -1 x'
(1 =2 3) 1 -1 1|[y]=0

o, el que és el mateix,

que, canviant de signe, queda
x' =9y +6z'=0.

m 3

Representeu la recta vectorial que en la base B’ = {(1, 1), (=2, 1)} té equacio

2x' —3y' =0.

Quina és la seva equacio en la base canonica?
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Solucio

El vector
=32y =31,1)+2(-2,1) = (-1,5)

és un generador de la recta vectorial. Aleshores, la representacid grafica és

sl e e e

9 -8 —7 -6 -5 -4 -3 -2 —1I/4 2 3 4 5 6 7 8 9
= ™

[REuRaa REny .

-9

El canvi de base de la base B’ a la base canonica i I’equacio de la recta en la base B’ son, respecti-

C)-(0 7)) e (D)o

Aleshores tenim

és a dir,

%(5 1)(’;)=0.

I aleshores, multiplicant per 3, I’equacio de la recta vectorial en la base canonica queda

5x+y=0.

m 3

Siguin

B ={(-1,-2,2),(-1,2,-1),(1,1,-1)} i B" ={(1,-2,1),(-3,-1,2),(-1,-1,1)}

dues bases de 5. Trobeu 'expressio del canvi de base de la base B’ a B”.

Solucio

Les expressions del canvi de base de la base B’ a la base canonica i de la base B” a la base candnica
sOn, respectivament,

x -1 -1 1 x' X 1 -3 -1 x"

yl=1-2 2 1 y i yl=|1-2 -1 -1 y

z 2 -1 -1 z' z
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Aleshores tenim que

-1 -1 1 x’ 1 -3 -1 x"
-2 2 1|y ]=(-2 -1 1|y
2 -1 -1 z’' 1 2 1 z"

1, si aillem (x”,y", z") en funcio6 de (x',y,’ z'),
-1

x" 1 -3 -1 -1 -1 1 x'

y = -2 -1 -1 (—2 2 1 y')

z" 1 2 1 2 -1 -1 z'
1 1 2 -1 -1 1 x' 1 -1 0 x'
= 1 2 3|][=2 2 1||ly|=[ 1 o olly
-3 -5 -7 2 -1 -1 z' -1 0 -1 z'

Trobeu una base B’ sabent que les components dels vectors (—1,—2,—1), (3,3,2) i
(—2,-3,—-2) en aquesta base son (0,1,3) g/, (—1,—-3,—-7)5 1(0,1,4) 5.

Solucio

L’expressio del canvi de base de la base B’ a la base canonica és

!

x X
y|=Ccly
z z'
on C és la matriu de canvi de base de B’ a B..
Aleshores, tindrem que
-1 0 3 -1 -2 0
-2 1=Cl1], 3 |=C| -3 1 -3 \]|=Cl1
-1 3 2 -7 -2 4
1, en conseqiiéncia,
-1 3 =2 0 -1 O
-2 3 =3 |=C|l1 -3 1
-1 2 =2 3 =7 4
Per tant, la matriu de canvi de base C és
-1
-1 3 -2 0 -1 0 -1 3 -2 -5 4 -1 -2 2 -1
C=|-2 3 -3 1 -3 1 =|-2 3 -3 -1 0 0]= 1 1 -1
-1 2 =2 3 -7 4 -1 2 =2 2 =3 1 -1 2 -1

I, en definitiva, la base és

B ={(-2,1,-1),(2,1,2),(-1,-1,-1).

Sigui P el pla vectorial generat pels vectors v; i U, de components (1,—1,2) 1 (3,—1,—2) en
una base B’. Trobeu les equacions implicites de P en la base B’.
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Solucio
Com que els conceptes involucrats no depenen del producte escalar, treballarem en la base B’.

Triangulant la matriu d’aquests vectors en la base B’ tenim:

1 3|x 1 3 x' 1 3 x'
-1 -1y ~[0 2| x'+) ~|l0 2 x'+y
2 =2z - 0 -8 |—-2x"+2 0 0|2x'+4y' +z2
If;N észﬁl F3~F3+4F, Y

Per tant, obtenim que I'equacio6 implicita del pla vectorial P en la base B’ és

2x'+4y'+z'=0.

m 3

Determineu una base del pla vectorial P de 15 que en la base

B’ ={(1,0,-2),(2,3,1),(1,1,0)}

té equaci6 implicita —2x’' + 2y’ + z’' = 0.

Solucio

Com que els conceptes involucrats no depenen del producte escalar, treballarem en la base B’.

Aillant per exemple z’ de I’equacid de I’enunciat, obtenim z’ = 2x’ — 2y’, d’on es té que
x',y',z)y=(x",y,2x" —=2y")=x'(1,0,2) + y'(0,1,-2).

Per tant, la base de P esta formada pels vectors de components (1,0,2) 1 (0,1, —2) en la base B’

1(1,0,—-2) + 0(2,3,1) + 2(1,1,0) = (3,2,-2) i  0(1,0,—2) +1(2,3,1) — 2(1,1,0) = (0,1,1)

1, en conseqiiéncia, la base és {(3, 2, —2),(0,1,1)}.

3.2 Elplai’espai vectorial euclidia

Calculeu el producte escalar dels vectors (1,3,0)1 (2,1, —-2).

Solucio
El producte escalar és

(1,3,0)-(2,1,-2) =1-2+3-1+0-(=2) = 5.

Calculeu la norma del vector (2, -3, 6).
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Solucio

La norma és

1(2,=3,6)| = V(2,=3,6) - (2,=3,6) = Y22 + (=32 + 62 = /49 = 7.

Calculeu I’angle que formen els vectors (—1,1,—-2)1(2,1,1). ]

Solucio
L’angle és
— -1,1,-2)-(2,1,1 -3 1 2r
(-1,1,-2)(2,1,1) = arccos ( ) ( ) = arccos ———— = arccos —= = — .
ICLL-2 L D] V66 23
Calculeu el producte vectorial dels vectors (—1,2,2) 1 (1,—1,0). ]
Solucio
Tenim que
T Tk
-1L,2,2)A(1,-1,00=|-1 2 2|=(2,2,-1).
1 -1 0

m '

Determineu quins dels sistemes de vectors de 15 segiients son ortogonals i quins ortonormals:
(a) {(3’ 17 2)9 (_1’ 2’ 4)’ (4’ _1’ 3)}9

(b) {(1’ _1’ 1)9 (1s 2’ 1)’ (_1’ Os 1)};
(© {3(2,2,-1),3(2,-1,2), 3(-1,2,2)}.

Solucio
(a) El sistema no és ortogonal (i, per tant, tampoc ortonormal), ja que
(3,1,2) - (=1,2,4) =7 #0.
(b) El sistema ¢és ortogonal pero no ortonormal, ja que
1,-1,1H-(1,2,1H)=@1,-1,1)-(-1,0,1) =(1,2,1) - (-1,0,1) = 0,

pero

I(L-1,1) ] =3#1.

(c) El sistema ¢és ortonormal (i, per tant, també ortogonal), ja que

1 1 1 1 1 1
=(2,2-1)-=(2,-1,2) = =(2,2,-1) - =(—1,2,2) = =(2,-1,2) - =(-1,2,2) =0
1@2-1- 5212 = 5@2-D- 3(-122) = 32.-1,9)- 5(-1.2.2)
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o] o] - fias] -1

Determineu una base ortogonal i una base ortonormal de 15 a partir del sistema de vectors
linealment independent
{(2,1,0),(=3,0,1),(-1,0,0)}.

Solucio

Aplicant el meétode de Gram-Schmidt, tenim:

S

v, =(2,1,0);

(-3,0,1)-(2,1,0)
(2,1,0)- (2,1,0)
L (-1,0,0) - (2,1,0) (-1,0,0) - (=3,6,5)
03 =(=1,0,0) - (2,1,0) - (2,1,0) (2,1,0) - (=3,6,5)-(=3,6,5)

62, = (_3, 0’ 1) -

6 1
(2.1,0)=(=3,0,1) + £(2,1,0) = =(-3,6,5) = (-3,6,5);

(-3,6,5)

2 3 1
=(-1,0,0)+ =(2,1,0) — =—(-3,6,5) = —(—5,10,—15) ~ (—1,2,-3).
(=1,0,0) + £(2,1,0) = 5(=3,6,5) = 5 )= ( )
Per tant, la base ortogonal és
{(2,1,0),(-3,6,5),(—1,2,-3)}.
I com que les normes d’aquests vectors son

I21,01=v5, (-3.651=v70 i [(-1,2,-3)] =14,

dividint per elles, obtenim la base ortonormal

1 1 1
—(2,1,0), —(-3,6,5), —(-1,2,-3){ .
\/3( ) \/%( ) \/ﬁ( )

Trobeu una base ortogonal i una base ortonormal del pla vectorial P de 5 d’equaci6 implicita

x—2y—z=0.

Solucio
En primer lloc, de I’equacio implicita de 'enunciat es dedueix que
xX=2y+z
1, per tant, els vectors del pla vectorial P son els donats per
x,y,z)=Qy+2zYy,2) =y2,1,0) + z(1,0,1)

1 una base de P és, doncs,
{(2,1,0),(1,0,1)}.
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Aleshores, aplicant la formula de Gram-Schmidt, obtenim

S

v, =(2,1,0);

N (2,1,0)-(1,0,1) 2 1 :
=(1,0,1) — 2,1,0)=(1,0,1)— -(2,1,0) = -(1,-2,5) ~ (1,—2,5

v, =( ) (2’1’0).(2’1’0)( )=( )~ 5( )= <( ) =( )

En conseqiiéncia, la base ortogonal és
{(2,1,0),(1,-2,5)}.
I com que les normes d’aquests vectors son
I2Lol=V5 i (1-25] =30,

dividint per elles, obtenim la base ortonormal

1 1
—(2,1,0), —(1,-2,5)¢ .
JE( ) \/5( )

A T’enllag Exercici 28 us podeu descarregar un model 3D en Blender d’aquest exercici.

Calculeu una base i unes equacions implicites minimals de la recta perpendicular al pla
vectorial P de V4 generat pels vectors (2,1,—1)1(2,—1,1).

Solucio
Imposant que un vector genéric (x, y, z) ha de ser ortogonal a aquests vectors, tenim

2,1,-1) - (x,y,2) =0
2,-1,1)-(x,y,2) =0’

és a dir,
2x+y—z=0
2x—y+z=0 ’

que s6n minimals ja que no soén proporcionals. I resolent aquest sistema, trobem una base de P*:
2 1 =10 N 21 -1]0
2 -1 1]0 ~\0 2 =20/

I llavors, com que la seva solucid general és x = 01y = z, obtenim que els vectors de P son els de la

forma
(x,y,2) =(0,z,2z) = z(0,1,1)

i una base de P és, doncs,

{(0,1,1)}.

Determineu una base i unes equacions implicites minimals de la recta perpendicular al pla P
de V4 d’equacio implicita
x—2y+z=0.
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Solucio
En primer lloc, a partir de ’equacié implicita de I’enunciat, es dedueix que una base de PL és

{(1,-2,1)}.

I llavors, de la condicid
a(1,-2,1) = (x,y,2),

es té
1|x 1 X
2|y ~| 0| 2x+Yy
1| z/p~F42r, \O| —X+2z
3~F3—F;

i s’obtenen les equacions implicites minimals de P+

2x+y=0
—x+z=0

Calculeu la projeccio ortogonal i el simétric del vector (2, —6, 2) respecte del pla vectorial

P =((1,0,-1),(0,1,1)).

Solucio

Cal resoldre el sistema lineal
1 O 2
1 0 -1 x' 1 0 -1
01 = —6
oy 2o )()=(6 0 )
-1 1 2
2 -1 x\ 0
-1 2)\y ) \-4)"

( 2 -1 0) (2 -1
-1 2|-4 e 0 3

o, el que és el mateix,

Tenim llavors:

9)

Aleshores, la solucio és x' = —% iy = —% 1, per tant, la projeccid ortogonal és
" 4 8 1
X' =-2(1,0,-1)— =(0,1,1) = 5(—4,-8,—4);
5( )= 3( )= 3( )

1 el simétric, doncs,
- -/ - 2 1
B =23 — %= 2(~4,-8,~4) ~ (2,-6,2) = 2(-14,2,-14).

A T’enllag Exercici 31 us podeu descarregar un model 3D en Blender d’aquest exercici.

Trobeu la projeccio ortogonal i el simétric del vector (3,1, —4) respecte del pla vectorial P
generat pels vectors (1,2,—2)1(2,4, 5).
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Solucio

Com que la base de P és ortogonal, tenim que la projeccié ortogonal del vector X = (3,1, —4) és

L (31,4 (1,2,-2) (3,1,—4) - (2,4,5)
Y =022 022> 2t G e
13

10
=2(1,2,-2) — —(2,4,5) = (1,2,-4);
5 ¢ )= 52495 =( )

(2,4,5)

1 el simétric, doncs,

*=2x —%=2(1,2,-4)—(3,1,-4) = (-1,3,-4).

Calculeu la projeccio ortogonal i el simétric del vector (3, 2, 7) respecte del pla P d’equacio
implicita
2x—y+z=0.

Solucio

Com que
dim Pt =3-2=1<2=dimP,

és més facil calcular primer la projeccid ortogonal X sobre la recta perpendicular
P =((2,-1,1))

. . , -/ - ->N"

iaplicar desprésque x =x—Xx .

Llavors, com que la recta vectorial té un sol generador, tenim que

L (3.2,1-(2,-1,1)
T (2,-1,1)-(2,-1,1)

11 1
(2-11) = —(2.-1,1) = £(22,-11,11)

1, per tant,

1

- > 1 1
¥ =3-3"=(3,27) - (22,-11,11) = 2(-4,23,31)

- -/ - 1 1
X =28 - X =2-2(-4,23,31) - (3,2,7) = 3(-13,17,10).

Calculeu la projecci6 ortogonal i el simetric del vector (6, 8, 7) respecte de la recta vectorial
generada pel vector (1, -1, 1).

Solucio

Com que la recta vectorial té€ un sol generador, tenim que la projeccio ortogonal és

L (6,8,7)-(1,-1,1)
= (1,-1,1)-(1,-1,1)

5 1
1,-1,1) = >(1,-1,1) = =(5,-5,5)
3 3
1, per tant, el simétric és

2 -/

S 2 1
X*=2x —x= 5(5,—5,5) —(6,8,7) = 5(—8, —34,-11).



64 Vectors al pla i a I’espai

A T’enllag Exercici 34 us podeu descarregar un model 3D en Blender d’aquest exercici.

m '

Calculeu la projeccio ortogonal i el simétric del vector (—4, 7, 6) respecte de la recta vectorial
R d’equacions implicites

x+2y—3z=0
2x—y+2z=0 '

Solucio

En primer lloc, trobem el generador de la recta R a partir del sistema anterior
(1 2 -3 0) N(l 2 -3 0)
2 -1 200/ . \0 =5 8]0

que té solucid x = —%z iy= %z.
Per tant, agafant z = 5 per exemple, tenim que el generador de la recta és el vector (-1, 8, 5) i, per
tant, la projeccié ortogonal és

L (=4,7,6)-(~1,8,5)
¥ =185 (-1,8,5)

90
(-1,8,5) = %(—1, 8,5)=(-1,8,5).

I, finalment, es té que el simétric és el vector

¥*=2X —%=2-(~1,8,5) — (—4,7,6) = (2,9,4).

m B

Digueu quines de les bases de 15 seglients son ortogonals i quines ortonormals:
(a) {(_1’ 2, 3)’ (1’ 0, _3)1 (2’ 1, _4)},

(b) {3(2,3,6),3(—6,-2,3),2(3,—6,2)};

(©) {(5,2,4),(0,-2,1),(-2,1,2)}.

Solucio
(a) Com que es té, per exemple, que
(-1,2,3)-(1,0,—3) = =10 # 0,
es dedueix que la base no és ortogonal 1, per tant, tampoc ortonormal.
(b) Com que es verifica, d’'una banda, que
1 1 1 1 1 1
=(2,3,6) - =(—6,—2,3) = =(2,3,6) - =(3,—6,2) = =(—6,—-2,3) - =(3,—6,2) =0
~(2.3,6)- =( )= 2(2.3,6)- 2(3,-6,2) = =( ) 5(3,-6,2)
i, d’'una altra, que
1 1 1 1
=(2,3,6)]| = [|z(—6,=2,3)| = |=(3,—6,2)| ==-7=1,
[re20] =[50 23] = [56.-6.2] =5

es dedueix que la base és ortonormal i, en particular, també ortogonal.


https://videos.rafelamer.com/blender/tema3/exercici-34.blend
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(c) Com que ara
(5,2,4)-(0,-2,1) =(5,2,4) - (-2,1,2 =(0,-2,1) - (—2,1,2) =0

pero, en canvi,
I(5.2,4)] = V45 # 1,

es dedueix que la base és ortogonal pero no ortonormal.

Calculeu les components del vector (—1,3,1) en la base

1 1 1
B =1-(2,2,-1),=(2,-1,2), =(-1,2,2)¢ .
lz@2-D3@ 125122

Solucio

Com que B’ és ortonormal, les components s’obtenen multiplicant escalarment el vector donat
pels vectors de la base:

1 1 1
((—1,3, D 3@.2-1D,(-13, 1) 32 -1,2),(-1,3,1) 5(-1,2, 2)) —(1.-13).

Tenim, doncs, que
(-1,3,1) =(1,-1,3)g .

m '

Donada la base

v-[lsodens).

representeu els eixos de coordenades corresponents i el vector 4 = (0,7) i calculeu les
components de # en la base B'.

\. J

Solucio

La representacio grafica és

= N W s e NN m o
A T A P Y W
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Malgrat que la base B’ és ortonormal, podem calcular també les components sense tenir-ho en
compte —tot 1 que, evidentment, és més llarg— utilitzant I’expressié del canvi de base de la base

B’ a la base canonica
x\ l 4 -3 x'
y T 5\3 4 y

()6 265230

Aleshores les components del vector i en la base B’ son

(7)=5(5 2)6)=s(5)

5 1
u= (0, 7) = 5(21,28)31 .

que, aillant, queda

és a dir,

Trobeu una base ortogonal i una ortonormal del pla vectorial P d’equacié implicita en la
base B' = {3(~3,4,0),5(4,3,0),(0,0, 1)}

x' -2y —z'=0.

Solucio

Encara que hi ha conceptes que depenen del producte escalar, com que la base B’ és ortonormal,
treballem directament en la base B’.

En primer lloc, trobem una base del pla en la base B’. Tenim que x’ = 2y’ + z' i, per tant,
x,y,z)Y=2y' +2,y,z")=y'(2,1,0) + 2'(1,0,1)

i es té que una base del pla és la formada pels vectors de components (2,1,0) 1 (1,0,1) en la base

B'.

Aleshores, aplicant la formula de Gram-Schmidt igual que en el cas de la base canonica, obtenim

les components dels vectors d’una base ortogonal del pla vectorial P en la base B':

3, 1(2,1,0);
(1,0,1) - (2,1,0)

G, :(1,0,1) —
b (L0 D) = T 1,0)

2 1

(2,1,0) =(1,0,1) — 5(2, 1,0) = g(l, -2,5)~(1,-2,5).
Per tant, obtenim els vectors:

1 1 1
by =2-2(=3,4,0)+1- £(4,3,0)+0- 0,0,1) = £(=2,11,0) = (-2,11,0);

1 1 1
b =1 5(-3,4,00-2-£(4,3,0)+5:(0,0,1) = 5(-11,-2,5) = (-11,-2,5).
En conseqiiéncia, les bases ortogonal i ortonormal sén, respectivament,

{(-2,11,0),(-11,-2,5)}
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1 1
—(-2,11,0), ——(-11,-2,5)¢ .

V125 V150

Trobeu una base ortogonal i una ortonormal del pla vectorial P generat pels vectors de
components (1,1,1) 1 (1,2, 3) en la base

B'={1,-1,-1),(-1,1,-1),(-1,-1,1)}.

Solucio

Com que la base B’ no és ortonormal i hi ha conceptes que depenen del producte escalar, fem un
canvi de base a la base canonica.

En primer lloc, els vectors son

1(1,-1,-1) +1(-1,1,-1) + 1(—-1,-1,1) = (—-1,-1,-1);
1(1,-1,-1) + 2(-1,1,-1) + 3(—-1,-1,1) = (—4,-2,0) ~ (—2,—-1,0).

I aplicant ara la féormula de Gram-Schmidt tenim:

0, =(-1,-1,-1);
(=2,-1,0) - (-1, -1,-1)
(-1,-1,-1) - (=1,-1,—-1)

3, =(=2,-1,0) (-1,-1,-1) = (=2,-1,0) — (-1,—-1,-1) = (=1,0,1).

En conseqiiéncia, les bases ortogonal i ortonormal son, respectivament,
{(_1’ _1’ _1)’ (_11 07 1)}

1 1
—(=1,-1,-1), —(=1,0,1)} .
{\/5( ) \/5( )}

m 3

La base d’un pla vectorial P esta formada pels vectors de components (4, 3,—2)1(1,2,0) en
la base

1 1 1
B =1-(-1,2,2),=-(2,-1,2),=(2,2,-1)¢ .
31225 -12.5@.2.-1)]

Trobeu unes equacions implicicites en aquesta base B’ i una base de la seva recta perpendi-
cular.

\. J

Solucio

Encara que hi ha conceptes que depenen del producte escalar, com que la base B’ és ortonormal,
treballem directament en la base B’.

En primer lloc, per ser B’ ortonormal, les equacions de la recta perpendicular P+ al pla P en la

base B’ son
4x' + 3y’ —2z' =o}

x'+2y'=0
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que té solucié x’ = =2y’ iz’ = —5%.
I prenent per exemple y’ = 2estéque x’ = —41iz' = —5is’obté
1 1 1 1

Per tant, una base de la recta P+ és {(—=2, —20,1)}.

m 3

La base d’una recta vectorial R esta formada pel vector de components (1, —2) en la base

B'={(1,0),(-1,1)}.

Trobeu unes equacions implicicites en aquesta base B’ 1 una base de la seva recta perpendi-
cular.

Solucio

Com que la base B’ no és ortonormal i hi ha conceptes que depenen del producte escalar, fem un
canvi de base a la base canonica.

En primer lloc, el vector de components (1, —2) en la base B’ és
1(1,0) — 2(—-1,1) = (3,-2).
Per tant, la recta perpendicular Rt és la d’equaci6 implicita en la base canonica
3x—-2y=0
1, en particular, té com a base el vector {(2, 3)}.
D’altra banda, el canvi de base de la base B’ a la base canonica ve donat per
5)-( )0
y o 1/

i ’equacio de la recta s’escriu

Llavors, substituint, tenim que

és a dir,

(3 —ﬂ(j):o

i, per tant, Pequacio6 implicita de R* en la base B’ és

3x' =5y =0.
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Calculeu la projeccié ortogonal i el simétric del vector X de components (1,2, —3) en la base
B = {%(2, 2,-1), %(2, -1,2), %(—1, 2,2)} respecte del pla P que té equacid

2x'—y'—2z'=0

en aquesta base B'.

Solucio

Encara que hi ha conceptes que depenen del producte escalar, com que la base B’ és ortonormal,
treballem directament en la base B'.

En primer lloc, la recta Pt esta generada pel vector de components (2, —1,—1) en la base B’.

Per tant, la projecci6 ortogonal de X sobre P és el vector X de components en la base B’

1,2,-3)-(2,-1,-1)
2,-1,-1)-(2,-1,-1)

3 1
(2,-1,-1) = =(2,1,-1) = =(2,1,-1).
6 2
Llavors, la projeccié ortogonal té components en la base B’
(1,2,-3) — ~(2,1,-1) = ~(0,3, —5)
5~y 2 Ly - 2 sy
i és, per tant, el vector
S 1 31 51 1
=0--(2,2,-1 - =-2,-1,2)— - -=(-1,2,2) = -(11,-13,—4).
#2032+ 32-12) - 2 2(-1,2,2) = )
I el simétric de X té components en la base B’
1
2:5(0.3,-5) = (1,2,-3) = (-1,1,-2)
1 és, doncs, el vector
N 1 1 1 1
¥*=-1-222-D+1 32,-1,2) -2 5(-1,2.2) = 22, -7.-D).

Calculeu la projeccié ortogonal i el simétric del vector X de components (—3,1) en la base
B ={(1,2),(3,—1)} respecte de la recta R que té equacio

x' —4y' =0

en aquesta base B’.

Solucio

Com que la base B’ no és ortonormal i hi ha conceptes que depenen del producte escalar, fem un
canvi de base a la base canonica.

Tenim, doncs, que
X =-3(1,2)+1(3,-1) = (0,-7).
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I, a més, el generador de la recta R és el vector de components (4,1) en la base B’, és a dir:
4(1,2) +13,-1) = (7,7) = (1,1).

Per tant, la projeccio ortogonal i el simeétric son, respectivament,

2! (0’ _7) . (171)

7 1
Y =an.an GV=300 =307

X*t=2. %(—7,—7) —(0,=7) = (=7,0).

m B

Sigui B’ = {€), &,} una base de V; tal que

- - - -

. - -
e e =a, e, -e,=>b 1 €, € =cC

G:(g g).

Comproveu que el producte escalar dels vectors

1 considerem la matriu

= ’

L_l) - x’lel + ylé)z 1 8 - xlzé)l + yéé)z
¢és igual al producte de matrius
X
(%1 ¥ )G( , ) :
Y2

La matriu G s’anomena matriu de Gram de la base B’.

Solucio
En primer lloc, a partir de les propietats del producte escalar, tenim que

- = I I = =
u-v=(xy€; +ye) - (xse; +y6;)

12 ’ = . e + ’ ! = . el + ’ ’ - . el + ’ ’ = . =
X1X5€1 - €1 + X Y561 - € T Y1 X538, - €1t Y1)26; 0 €
a !’

x1X5 + bx1y; + by; X; + cy1y; = axyx) + b(x1y; + yix5) + ¢y y; .-

D’altra banda, si desenvolupem el producte de matrius, tindrem que

!’ b !’
(093 (3 2)CH)
=(ax'1+by{ bx’1+cy{)(x:2>
Y2

(axy + byp)xy + (bx) + cy))y;
axix;, + bx1y; + by x5, + cy1y;

!/

axix5, + b(x1y, + y1x5) + cy1; -

Per tant,
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. . - - - - 3 . - . >
Sigui B' = {u;,u,} una base de V5 tal que ||u; || = 2, [|u, || = o i els vectors u; 1 u, formen
un angle de 120°. Representeu uns eixos de coordenades corresponents a aquesta base i els
vectors U, = (3,4)g 10, = (—1,—4)4 i calculeu la longitud dels vectors U; i U, i I'angle que
formen.

Solucio

Com que

-

ty dy = |y || - |2, | - cos 120°

-

uy -y =y |* =4,

9 .
ﬁz'l_iz:”ﬁz”z:Z 1

la matriu de Gram de la base B’ és

_3 1 —
(4 )32 )
-2 2) 4\-6 9
Per tant,
R O 1({16 —6 3 1 3 )
i = =3 9)5( L6 9)(4)_41(24 1)(3) = -
S S S 1(16 —6 -1 -1
150 = 5 5 = (-1 —4)1(_6 9)(_4>—J—(8 _30)(_4)_m_m.
Ara tenim que
(3 4)1 16 -6 -1
5 5 81'62 4 —6 9 -4
U; U, = arccos — ——— = arccos
ol - lo 6-2y7
1 -1
—-(24 18
4( )<—4> —24 247
= arccos = arccos = arccos - =139.11°.

12y7

La representaci6 grafica pot ser

1247

5

CIREE SRR IREIE SRR IR I
T A S ]

>~
~3

S5

>







Capitol

Geometria del pla i de l'espai

4.1 Elplailespai afi

Calculeu la suma del punt (1, 3, 3) i el vector (0, —1, 2). ]

ixi
Solucio
La suma del punt i el vector és

(1,3,3)+(0,-1,2) =(1,2,5).

Trobeu el vector lliure d’origen (3, —1,4) i extrem (—1,0, 2).

Solucio
Restem extrem menys origen:

(-1,0,2) - (3,-1,4) = (—4,1,-2).

Donats els punts (0,1, —2) i (2, —3, 2), calculeu el seu punt mig. ]

Solucio

Per a calcular el punt mig de dos punts, només cal fer la semisuma de les seves coordenades:

(0+2 1-3 -2+2

) ) = 1,_1, .
2 2 2 > ( 0)

73
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Representeu graficament les rectes x + 3y = 514x —y = 4.

Solucio

El grafic és

4
X~y

T T T T T T T T
=9 [ =8 | =7 =6 =5 —4 =31 =211 2 3 4 5 7 8 9

Calculeu les equacions implicites de la recta i el pla segiients:

x—1 y-3
-1 0

(a) =—z+3; ®d) (,y,z2)=01,2,-3)+a(-2,1,3) + £(1,2,0).

Solucio

(a) Multiplicant en creu la primera i la segona fraccions i la primera i la tercera, tenim que

-(y=3)=0 }

x—1=z-3

o, el que és el mateix,
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(b) Calculant el determinant

-2 1 x—-1
1 2 y=2|=—-4z+3)+3(y—-2)—-6(x—1)—(z+3)=—-6x+3y—5z—-15,
30 z+3

obtenim que I’equacié implicita és
6x—3y+5z+15=0.

m '

Calculeu les equacions de tipus vectorial de la recta i el pla segiients:

XxX+2y+4z=0
(a) ; (b) x—-3y+2z=-5.
2x+5y+2z=4

Solucio

(a) Resolent el sistema de les equacions implicites, tenim:

1 2 4|0 N 1 2 410
2 5 2|4 “\0 1 —-6(4)°
que té solucid
x=-—-8—16z
y=4+6z '

Per tant, les equacions parametriques, vectorial i continua son, respectivament,

x=-8—16x
. x+8 -4 z
y=4+6a , (x,y,2) = (-8,4,0) + a(—16,6,1) i =Y —.
—16 6 1
z=q

(b) Resolent ara I’equacid, s’obté que
XxX=-5+3y—-2z

1, per tant, les equacions parameétriques i vectorial son, respectivament,

—5+ 30— 28
i (x,¥,2z) = (=5,0,0) + «(3,1,0) + B(—2,0,1).

x
y
z

a
B

m B

Donades les rectes d’equacions

x—1 y+2 z-1 P 7x —4y + 6z =21
3 7 -2 -2 27 sx42y—dz=-13]"

R, :

determineu, si és possible, I’equacio implicita del pla que les conté.
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Solucio
En primer lloc, el vector director de la primera recta és
(3,-2,-2).

I el de la segona s’obté resolent el sistema de les seves equacions

7 -4 6| 21 (7 -4 6|21
-5 2 —4]-13 “\o -6 2|14’
F,~7F,+5F,
que té soluciod
_—22+5
3
_z—7
Y=

wiN

Per tant, el vector director és (— , %, 1) 0, equivalentment,
(-2,1,3).
Llavors, com que els vectors directors no son proporcionals, es té que les rectes no son paralileles.

A més, el punt de pas de la primera recta (1, —2, 1) verifica les equacions implicites de la segona, la
qual cosa significa que és el punt d’interseccid de totes dues rectes.

Per tant, el pla que les conté ve donat per

3 -2 x-1
0=|-2 1 y+2|=x-1)-(-49)-Q@+2)-5+(z-1)-(-1)
-2 3 z-1

que, desenvolupant, queda
4x+5y+z=-5.

A T’enllag Exercici 7 us podeu descarregar un model 3D en Blender d’aquest exercici.

m '

Trobeu I’equacio de la recta que és parallela a la recta

xX—2y+3z—-2=0
-x+y+z=0

i passa pel punt (1,2, 1).

Solucio

Com que la recta ha de ser parallela a la de I’enunciat, les seves equacions implicites han de ser de
la forma

x—=2y+3z+D=0
—-x+y+z+D' =0 '

I com que la recta ha de passar pel punt (1,2,1), tenim que D = 01 D’ = —2 1 les equacions son,
doncs,
XxX—2y+3z=0 }

-x+y+z—-2=0
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Determineu el pla que és parallel al pla

(x,y,z) =(-1,2,2) + «(3,1,-1) + (1,-3,-1)

i passa pel punt (-5, 3, —2).

Solucio

Com que ha de tenir els vectors directors del pla de ’enunciat i ha de passar per (-5, 3, —2), el pla
és
(x,y,2) =(-5,3,-2) + «(3,1,-1) + B(1,-3,-1).

Donats el punt p = (—3,—3,—2) ila recta i el pla d’equacions

2x—=2y+z=28

: i P:x+2z=1,
—5x +4y—3z=-20

trobeu el vector director de la recta que passa pel punt p, és parallela al pla P i talla la recta
R.

Solucio
En primer lloc, el pla parallel al pla P que passa pel punt p verifica que
—-3+2-(-2)+D=0,
d’ones té que D = 71iel pla és, doncs, el
X+2z=-7.
Aleshores, la interseccio d’aquest pla amb la recta s’obté resolent el sistema

2x—=2y+z=38
—5x+4y—-3z=-20,

X+2z=-7
que fem pel meétode de Gauss:
2 =2 1 8 2 =2 1 8 2 =2 1 8
=5 4 -3 |-20 ~10 -2 -1 0 ~10 -2 -1 0],
1 0 2| =7 ~ 0 2 3| 22 0 0 2| =22
%3~Zfﬁ3t5£1 F3~F3+F,
d’on s’obté que
11 .
x =15, y=7 1 z=-11.

Per tant, el vector director ¢és el que s’obté restant aquest punt i el de I'enunciat

(15 1 11) (-3,-3 2)—<18 17 9)
’27 ’ ’ - ,27
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0, equivalentment,
(36,17, —18).

m )

Determineu la posicio relativa de les rectes i plans seglients i trobeu la seva interseccio, si
n’hi ha:
x+1 . x—1 y+1 =z
@ === SR 7 "3
(b) x+2y+3z=11 i (x,y,2z)=(-1,3,4)+a(1,1,-1) + B(5,—-1,-1);
3x+y+z=-3 )
(c) 1 x+4+2y+3z=11.
—x+y+z=9

Solucio
(a) Com que els vectors directors de les dues rectes
2,1,-1) i (=2,7,3)
no son proporcionals, el rang de tots dos és 2 1 tenim que les rectes no son paralleles.

A més, els punts (—1,3,2) 1 (1,—1,0) sén vectors directors de cada recta i, per tant, es té que el
vector de posicio relativa és el

(-1,3,2)—(1,-1,0) = (-2,4,2) ~ (—1,2,1).

Finalment, com que

2 -2 -1
1 7 2|=-24#0,
-1 3 1

el rang de la matriu formada pels dos vectors directors i el vector de posicié relativa és 3, del que es
dedueix que tampoc no es tallen. I en definitiva, doncs, obtenim que les rectes s’encreuen.

(b) Com que el primer pla esta en implicites i el segon en vectorial, podem fer la interseccio de tots
dos facilment substituint les equacions parameétriques del segon en el primer.

Tenim, doncs,
(-1+a+58)+2B3+a—-p)+3@d—-—a—-p)=11

que, operant, queda
17 =11,

que és impossible. Per tant, els dos plans no es tallen i, en conseqiiéncia, son estrictament parallels.

(c) Com que la recta i el pla venen donats per equacions implicites, podem resoldre el sistema lineal
conjunt:

31 1]-3 31 1]-3 31 1]-3
-1 1 1] 9 ~(0 4 4|24 ~(0 4 4|24
1 2 3| 11/pesmer, \O 5 8| 36 00 12|24

FAFF F3~4F3—5F,
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Per tant, la recta i el pla son estrictament secants. Llavors,

3x+y+z=-3 3x+4+2=-3 x=-3
4 +4-2=24 - y=4 - y=4 ,
z=2 z=2 z=2

del que es dedueix que es tallen en el punt (=3, 4, 2).

Estudieu la posicio relativa dels plans d’equacions

mx+y+z=1
4x +2y +2z =2m
2x+y+mz=1,

en funcié del parametre m.

Solucio

En primer lloc, calculem el determinant de la matriu de coeficients del sistema:

m 1 1
4 2 2|=2m*+4+4—-4-2m—4m=2m* —6m+4.
2 1 m

Llavors, les arrels d’aquest polinomi son

m_6i\/36—32_6i\/z 6+2 |2

4 4 4 1

1, per tant, el determinant s’anullaperam =1im = 2.
(1) Primer cas: m = 1.
El sistema ¢és ara
x+y+z=1
4x +2y+2z=2,,
2x+y+z=1

que podem resoldre pel metode de Gauss:

11 1)1 11 1] 1 1ol
4 2 212 ~[o0 -2 —2|-2 ~[0 =2 -2
21 1)1 Fy~F,—4F; 0 -1 —-1|-1 F3~2F3—F, 0 0 0

F3~F3—2F1

Aleshores, com que la seva solucio és
x=0

y=1—z’

tenim que els tres plans es tallen en la recta

(x,y,2z) =(0,1,0) + t(0,—-1,1).

1
-2
0
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Es evident que la segona equacio és el doble de la tercera; per tant, tenim dos plans coincidents (el
segon i el tercer) i el primer pla €s secant als dos anteriors.

(1) Segon cas: m = 2.
Ara el sistema €s
2x+y+z=1
dx+2y+2z=4;,
2x+y+2z=1

que podem resoldre igualment pel metode de Gauss:

21 11 21 1)1

4 2 214 ~|l0 0 0]2],

2 1 211/F~F,—2F, \0 0 1]0
3~F3—F

que és clarament incompatible 1, per tant, no tenen cap punt en comu.

El primer i el segon pla son parallels estrictes ja que els coeficients de x, y i z de la segona equacio
son el doble que els de la primera, pero els termes independents no compleixen la mateixa proporcio.
I el tercer és secant als dos primers.

(1) Tercer cas:m # 21m # 1.

Llavors el rang de la matriu de coeficients és 3 i, en conseqiiéncia, el sistema €s compatible determinat,
la qual cosa significa que es tallen en un tnic punt, que podem calcular resolent el sistema mitjangant
la regla de Cramer:

11 1
2m 2 2
1 1 m —2m*+4m—-2  —2(m—1) m—1

YT dm—2)m—-1) 2m-2)m-1)  2m-2)m—-1) m—=2"

m 1 1

4 2m 2

2 1 m 2m3 —10m+8 2m-D(m*+m—-4) m*+m-—4
Y M m=2m=1  2m=-2(m-1) 2m-2m-1)  m-2

m 1 1

4 2 2m

21 1 —2m’>+6m—4 —2m-2)(m—-1)

2 o m—)m=1 _ am-—Dm=-1)_ 2m-Dm—-1)

I tenim, doncs, que es tallen en el punt

m—1 m?>+m—4 )
m-2" m-2

Analitzeu si el sistema segiient és referéncia de B;:

{(1,-1,0); (1,4,1),(3,1,2), (5, —2,3)}.
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Solucié

Com que
1 3 5
4 1 -2|=3440—-6—-54+4-36=0,
1 2 3

el sistema vectorial no €s base 1, en conseqiiéncia, el sistema afi no és referéncia.

Determineu les coordenades en la referéncia canonica del punt que té coordenades (5,4, 3)
en la referéncia
R ={(3,4,-1); (0,-2,1),(2,-1,1),(1,2,3)}.

Solucio

Hem de calcular la suma del punt i la combinaci6 lineal dels vectors amb els escalars de les
coordenades:

(3a 4a _1) + 5(05 _2" 1) + 4(25 _1, 1) + 3(1, 2, 3) = (14, —4, 17) .

A T’enllag Exercici 14 us podeu descarregar un model 3D en Blender d’aquest exercici.

Calculeu i representeu graficament les coordenades del punt (2, —2) en la referéncia

R = {(—4, 1)5 (2’ 1)’ (_1’ 1)} 0

Solucio

S’ha de complir que

2,-2)=(-41D)+x'2,1)+y'(-1,1).
Tenim, doncs, el sistema lineal

(2 -1 6) ~<2 -1 6)
1 1|-3 R 0 3|-12

que té solucid x’ =1, y’ = —4. Per tant, les coordenades del punt (2, —2) en la referéncia R’ sén
(1,—4) /. El grafic és
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Trobeu el punt mig dels punts de coordenades (2,4,1) i (—3,1,0) en la referéncia

R ={(0,3,-2); (4,1,-1),(2,0,—1),(3,1,3)}.

Solucio

Com que els conceptes involucrats no depenen del producte escalar, treballarem en la mateixa
referéncia R'.

Les coordenades del punt mig en la referéncia R’ son la semisuma de les coordenades dels punts

donats:
<2—3 441 1+0)_( 15 1)
27 27 2 )7\ 222)"

1 5 1 9 5
0,3,-2)—=4,1,-1)+ =(2,0,-1 -3,1,3)=(=,3,—=) .
03,2 - 3. L-D +52.0.-D+ 36,13 = (5.3.-3)

m B’

Es considera la referéncia

Per tant, és el punt

R ={(2,1); (1,1),(-1,1)}.
(a) Determineu la formula del canvi de referéncia de la referéncia R’ a la referéncia canonica.

(b) CalculeuI’equacio en la referéncia R’ de la recta que en la referéncia canonica té equacio

2x -3y =2.

Solucio
(a) La féormula del canvi de referéncia de R' a R és
x 2 1 -1\(x
= + )
5)-6)+ 0 )0
(b) Llavors, substituint a ’equacio de la recta 2x — 3y = 2, tenim
2" =y +2)=3(x"+y' +1)=2

o, el que és el mateix,
—x'—=5y'=1.

m B

Es considera la referéncia de B,

R = {(_zs 1); (39 _1)’ (4s 3)} .

(a) Determineu la féormula del canvi de referéncia de la referéncia canonica a la referéncia
R' anterior.

(b) Calculeu I’equacio en la referéncia canonica de la recta que en la referéncia R’ té equaciod

x'+2y' =-2.
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Solucio

(a) La formula del canvi de referéncia de R" a R és

5)-C)+(22)6)

Per tant, el canvi de referéncia invers de R, a R’ ve donat per

()= 10)-C== 2[6)-C)

és a dir,
x'\ [ 193 +1 3 —4\[x
y |\ =113 13\1 3/\y/’
(b) Llavors, substituint a I’equacio de la recta x’ + 2y’ = —2, tenim

1 1
—(Bx—4y+10)+2- — —1)=-2
13(3x y +10) + 13(x+3y )

o, el que és el mateix,
5x + 2y = —34.

Es consideren les referéncies de P,
R ={4-2)(2,-1D,1,2)} 1 R"={(-55);31),(-1,3)}.

(a) Determineu la féormula del canvi de referéncia de la referéncia R” a la referéncia R'.

(b) Calculeu I’equacio en la referéncia R” de la recta que en la referéncia R’ té equacid

x' =2y =-1.

Solucio

(a) La formula del canvi de referéncia de R" a R.ide R" a R és

Bl 52)0) G036 3)6)

respectivament. Llavors, igualant, tenim que
4 2 1\[x -5 3 —-1\[x"
+ = +
() (5 2)0)-(5)-0 )6
d’on, aillant, s’obté la formula del canvi de referéncia de R” a R’
-1
x' 2 1 4 -5 3 -1 x"
= - + + =
)= () F)3)- 6 )]
(2 )7)+6 )00
= + n
s\l1 2 7 1 3)\y
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-GG

(b) Substituint ara a ’equacio x" — 2y’ = —1, tenim

o, el que és el mateix,

(xl/ _ yll _ 5) _ z(xll + yl/ + 1) — _1

o, el que és el mateix,

m B

La representacié del punt p en la referéncia

R ={(-2,-3,-1); (1,-1,1),(-1,2,-1),(2,-1,1)}
és p = (—2,2,—1)4:. Quines soén les seves coordenades en la referéncia

R"={(2,-1,-2); (-3,1,1),(2,2,-1),(2,1,-1)}?

Solucio

Les expressions del canvi de coordenades de la referéncia R’ a la referéncia canonica i de la referéncia
R" ala referéncia canonica son, respectivament,

X -2 1 -1 2 x' X 2 -3 2 x"
yl=l-=3]+l-1 2 1|y i yl=[-1]+] 1 2 1 "
z -1 1 -1 1 z' z -2 1 -1 -1 "
Si igualem les dues expressions, tenim que
-2 1 -1 2 x' 2 -3 2 2 x"
S|+l -1 2 =1y =1+ 1 2 1|y
-1 1 -1 1 z' -2 1 -1 -1 z"

1, com que les coordenades de p en la referéncia R’ sén p = (—2,2,—1)4/, cal trobar (x",y",z")
tals que

-2 1 -1 2 -2 2 -3 2 2 x"
=31+l -1 2 -1 2)1=1-11]+ 1 2 1 y”
-1 1 -1 1 -1 -2 1 -1 -1 z"
d’on, operant i aillant, es té
-3 2 2 " —-10
1 2 1 "= 51,
1 -1 -1 z" —4
que podem resoldre pel métode de Gauss
-3 2 2| -10 -3 2 2| —10 -3 2 2| —=10
1 2 1 5 o~ 0 8 5 5 o~ 0 8 5 5
L =1 =1 =4 /papar, \ 0 -1 —1| =22/, o0\ 0 0 —3]-171
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d’on, aillant, s’obté x” = 18, y” = —351z” = 57. Per tant, les coordenades del punt p respecte R"
son
p= (18, —-35, 57)3// .

Sabem que I’origen de la referéncia R’ és el punt (4,1, 5) i que les coordenades respectives
dels punts (2,2,1), (—4,—1,2) i (4,2, —1) en aquesta referéncia son

(=3,6,13) 1, (=6,11,19)5 i (=1,6,17)% .

Trobeu la referéncia R’.

Solucio

L’expressio del canvi de coordenades de la referéncia R’ a la referéncia canonica és

N < =
[
-
+
O
K<\

on C és la matriu de canvi de base de la base B’ de la referéncia R' a B,.

Aleshores, tindrem que

2 -3 —4 4 -6 4 -1
2 |=(1]+C| 6|, |-1|=|1]+C| 11| 1 2 1=|1]+C| 6
1 5 13 2 5 19 -1 5 17
1, en conseqiiéncia,
-2 =8 0 -3 -6 -1
1 -2 1]=C 6 11 6
-4 -3 —6 13 19 17

Per tant, la matriu de canvi de base C és

-1

-2 -8 0 -3 -6 -1 -1 -3
C= 1 -2 1 6 11 6 = -2 -3
-4 -3 -6 13 19 17 1 2 -1

I, en definitiva, la referéncia és

R ={4,1,5); (-1,-2,1),(-3,-3,2),(1,1,—-1)}.

Trobeu I’equaci6 implicita en la referéncia R’ = {(1,4); (—3,1),(—1,0)} de la recta que passa
pel punt (—3,2) i és parallela a la recta d’equacio implicita en aquesta mateixa referéncia

x' +y =—-4.

Solucio

Com que els conceptes involucrats no depenen del producte escalar, treballarem en la mateixa
referéncia R'.
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Com que la recta ha de ser parallela a la de ’enunciat, la seva equacié implicita ha de ser de la
forma
xX'+y +C=0.

Per la seva banda, les coordenades del punt (—3,2) en la referéncia R’ surten de
(-3,2)=(1,4)+x'(-3,1)+ y'(-1,0).
I com que el vector de posicio del punt (—3,2) és el

(_3’ 2) - (1a4) = (_4’ _2) )
-3 —-1|-4
1 0|-2)"

I imposant que aquests valors verifiquin I'equacio de la recta es té€ que

s’obté el sistema lineal

que té solucidé x’ = =21y’ = 10.

—-24+10+C =0,
que vol dir que ha de ser C = —8 i, per tant, I’equacio implicita en la referéncia R’ és
x'+y =8.

'_m '

Analitzeu la posici6 relativa de les dues rectes de B que tenen equacions

x'=2 y'+1 z'+1 : xX-3 y-2 7
-3 =2 1 2 —l —9)

en la referéncia R’ = {(—1,0,2); (-1,2,3),(1,3,2),(0,1,1)}.

. J

Solucio

Com que els conceptes involucrats no depenen del producte escalar, treballarem en la mateixa
referéncia R'.

En primer lloc, com que les components
(_35 _2’ 1) 1 (2a _15 _2)

dels vectors directors en la referéncia R’ de les dues rectes no son proporcionals, tenim que les
rectes no son paralleles.

I les components del vector de posicio relativa en la base de la referéncia R’ del punt de pas de
coordenades (2, —1,—1) de la primera recta al punt de pas de coordenades (3,2, 0) de la segona €s
el

(3,2,0)—(2,—-1,-1) = (1,3,1).

I com que
-3 21

-2 -1 3|=3+4+6+1-18+4=0,
1 -2 1
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es dedueix que les dues rectes son estrictament secants.

A més, podem trobar la interseccio resolent el sistema lineal

x'=2 Yy +1
-3 =2
x'=2 z'+1
-3 1 |
x'=3 y-=-2[
2 -1
x’—3_z'

2 =2

I com que té solucions
x' =5, y =1 i z'==2,

es té que el punt és el de coordenades (5,1, —2) en la referéncia R’, és a dir, el

(-1,0,2) + 5(=1,2,3) + 1(1,3,2) — 2(0,1,1) = (—=5,11,17).

4.2 El plailespai afi euclidia

Calculeu la distancia del punt (3,1, 2) al punt (2, 3,0). ]

Solucio
La distancia és
d((3’ 1, 2)’ (2s 3’0)) = ” (3’ 1’2) (2’ 3, O) ” = ” (2 -3,3-1,0- 2) ”
=J2-32+(3-12+(0-22=/9=3.

Trobeu un vector associat al pla que passa per (1,2, —4) i té vectors directors (2, —3,—2) i
(-1,2,3).

Solucio

Com que el vector associat ha de ser ortogonal a (2,—3,—2) 1 (-1, 2, 3), prenem el seu producte
vectorial:

-

T 7k
2 =3 =2|=(-5-4,1).
-1 2 3

m '

Determineu, si és possible, ’'equacié implicita del pla que conté les rectes d’equacions

. —X+2y—z=3
Riix—-1=y—-4=2z-2 1 R, : -

x—=3y+2z=9
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Solucio

En primer lloc, el vector director de la primera recta és el (1,1, 1). I el de la segona el podem trobar
fent el producte vectorial dels dos vectors associats als plans que la defineixen:

-

T ] k
-1 2 -1|=(@1,1,1).
1 -3 2

Aleshores, com que els vectors directors son proporcionals —de fet, iguals—, s’obté que les rectes
son paralleles. I com que el punt de pas de la primera (1,4, 2) no pertany a la segona perque no
verifica les seves equacions, es té€ que no so6n iguals i, en conseqiiéncia, tenim que son estrictament
paralleles.

Llavors, com que el pla que busquem ha de contenir la segona recta, sera del tipus
a(-x+2y—z—3)+B(x—-3y+2z—-9)=0.
I com que ha de passar pel punt de pas (1,4, 2) de la primera, substituint, s’ha de verificar que
20— 168 =0.
I prenent per exemple a = 8 i § = 1 com a solucid, tenim que el pla és
8(—x+2y—z—-3)+(x—3y+2z2—-9)=0

o, el que és el mateix,
7x — 13y + 62+ 33 =0.

A T’enllag Exercici 26 us podeu descarregar un model 3D en Blender d’aquest exercici.

m B

Determineu si son perpendiculars o no les rectes i plans segiients:
x+1 z—=2 , x+1 y-3 z-=2
@ —==y=3=—" 1 5=z =3
(b) —x+2y—-3z=0 i 2x+y+3z=-2;
x—4 z+1 |
(c) T =Y=—% 1 x—y=-2.
Solucié

(a) Com que els vectors directors de les rectes son ortogonals
(2,1,-1)-(2,-7,-3)=4—-7+3=0,
les rectes son perpendiculars.
(b) Com que els vectors associats als plans no son ortogonals
(-1,2,3)-(2,1,3) =9 #0,
els plans no son perpendiculars.
(c) Com que el vector director de la recta i el vector associat al pla son proporcionals

(-1,1,0) = —-(1,-1,0),
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la recta i el pla son perpendiculars.

Trobeu I’equacié del pla que passa pel punt (1,0, 3) i és perpendicular a la recta

x=7 'y z=2

1 5 3

Solucio

El vector director de la recta és un vector associat al pla. Per tant, I’equacié és de la forma
XxX+5y+4+3z+D=0.

I com que passa per (1,0, 3), s’obté que D = —10. Per tant, ’equacio implicita del pla és

X+5y+3z—-10=0.

Trobeu ’equaci6 de la recta que passa pel punt (3,1, 2) i és perpendicular al pla

xX+3y—4z=3.

Solucio

Com que el vector director de la recta ha de ser un vector associat al pla, podem agafar el (1, 3, —4):

y—1 z-=2
—3=—= .
x 3 —4

Calculeu I’angle format per les rectes i plans segiients:
+1
(a) x=y-3= ZT i (x,y,2)=(-1,3,2)+ a(-1,0,1);

(b) 2x+2y+z=-1 i x+z=-3;

x—3 z
() T =Y=3

. J

1 x+2y+z=11

Solucio

(a) Com que els vectors directors respectius de les dues rectes sén (1,1,0) 1 (—1,0,1), I'angle
determinat per aquestes rectes €s
|(17 1;0) : (_170’ 1)| | - 1| 1

arccos = arcCoS ——— = arccos - =
[LLOM1,0,D] 722 2

Wl

(b) Com que els vectors associats respectius als dos plans sén (2,2,1)1 (1,0, 1), ’angle determinat
per aquests plans és

1(2,2,1)-(1,0,1)| 13| V2

7T
arccos = arccos —— = arccos — = —.
12,2, DI (,0,1)] 3,2 2 4
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(c) Com que el vector director de la recta és el (—1,1,2) i el vector associat al pla és el (1,2,1),
I’angle determinat per aquesta recta i aquest pla és

T [(-1,1,2) - (1,2,1)| T 3] T 1

— —arccos = — — arccos — —arccos = =

2 [CLLDI@2 D]~ 2 Voo 2 2

S
|
wl N
ol N

Calculeu la projeccio6 ortogonal i el simétric del punt (3, 6, 5) respecte del pla

X+2y+3z=2.

Solucio
El vector associat al pla és el (1,2, 3). Per tant, la recta perpendicular al pla que passa per (3,6, 5) és
(x,v,z) =(3,6,5) + a(1,2,3).
I substituint a I’equacio del pla
B+a)+2(6+2a)+3(5+3a)=2
es té 14a = —28, d’on s’obté que a = —2. Per tant, la projeccié ortogonal és
(3,6,5) —2(1,2,3) = (1,2,-1).

I com que la projeccié ortogonal és el punt mig del punt donat i del seu simétric (x, y, z), es té€ que

(3,6,5)+ (x,y,2)

=(1,2,-1),
- (1,2,-1)

és a dir,
(x,y,2z) =(-1,-2,-7).

A T’enllag Exercici 31 us podeu descarregar un model 3D en Blender d’aquest exercici.

Calculeu la projeccio ortogonal i el simétric del punt (3, 5, —1) respecte de la recta

x+4 y—-3
5 0 =2

z
1

Solucio

Com que el vector director de la recta és un vector associat al pla, 'equacio del pla perpendicular és
5x—-2y+z+D=0.

I com que aquest pla ha de passar pel punt (3,5, —1), obtenim que D = —4 i és, doncs,
5x—-2y+z—-4=0.

Llavors, la projeccio ortogonal és la interseccio del pla anterior amb la recta, que té equacio vectorial

(x,y,2) =(-4,3,0) + a(5,-2,1).
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Per tant, substituint a I’equacio del pla, tenim
5(=4+5a)—2(3—-2a)+a—4=0,
del que es dedueix que a = 11 la projeccioé ortogonal és, doncs, el punt
(—4,3,0) + 1(5,-2,1) = (1,1,1).

I com que la projecci6 ortogonal és el punt mig del punt donat i del seu simétric (x, y, z), es té que

(3,5,-1)+(x,y,2)

=(1,1,1
_ 1,1,1)

o, el que és el mateix,
(x,y,2) =(-1,-3,3).

A T’enllag Exercici 32 us podeu descarregar un model 3D en Blender d’aquest exercici.

Calculeu la distancia del punt (1,1,1) a la recta

x—-7 y—12 z

2 3 -1

Solucio

Com que la norma del producte vectorial de dos vectors de B, és I’area del parallelogram que
determinen, tenim que la distancia d’un punt a una recta és el quocient entre la norma del producte
vectorial del vector de posicio relativa i del vector director de la recta i la norma d’aquest darrer.

Llavors, tenim que el vector que uneix el punt de ’enunciat amb el punt de pas (7,12, 0) de la recta
ésel
(7,12,0) — (1,1,1) = (6,11, —1).

I el producte vectorial d’aquest vector i del vector director de la recta és el

T 7k
6,11, -1)A(2,3,-1)=|6 11 —-1|=(-8,4,—4) =4(-2,1,-1).
2 3 -1

Per tant, la distancia del punt a la recta és

14(=2,1,-1)| _ 46 _4y21
1@.3.-DI a7

Calculeu la distancia del punt (1,—3,2) al pla

=3x+2y+z=7.

Solucio

Nomeés cal aplicar la formula per a la distancia d’un punt a un pla:
—3.1+42-(-3)+2-7 14
| (H+2-7_ 14 _ o

Jr+2+2  a
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m )

Calculeu la distancia que hi ha entre les rectes i plans segiients:
x=12 'y z-1h x y z-1

(a) 0 1 —=—= ’
3 4 5 -1 -3 3
x y—-1 z-2  x+2 y z—1
b —_ = = = — = N
® 1=73 2 'Ta T3 T
x—1 -3 z+2
() =2 = 1X—=2y+5z-1=0;

1 3 1
(d x—2y+3z=11ix—-2y+3z=4.

Solucio
(a) En primer lloc, cal trobar la seva posicio relativa.

Llavors, com que els vectors no son proporcionals les rectes no sén paralleles. I com que el vector
de posicio relativa dels punts de pas (%, 0, %) 1(0,0,1) de les dues rectes és el

1 1 1 1
(Oa 05 1) - (_a 09 _> = <__, 05 _>
2 2 2 2

i el determinant dels dos vectors directors i del vector de posicid relativa €s

3 -1 -1
4 =3 0|=-16#0,
5 3 1

s’obté que s’encreuen.

Aleshores, els vectors directors de pla parallel a la primera recta que conté la segona son els de les
dues rectes, és a dir, (3,4,5) 1 (—1, -3, 3). I com que el seu producte vectorial és

T Tk
3 4 5 = (_279 149 5) ’
-1 -3 3

es té que la distancia entre les dues rectes és

-16] 16 _ 838

1(=27,14,5) ]| ~ Jo59 95

(b) En primer lloc, és clar que les dues rectes son estrictament paralleles, ja que tenen vectors
directors proporcionals i el punt de pas de la primera, per exemple, no pertany a la segona:

Per tant, la distancia entre elles és la distancia d’un punt d’elles (el (0, 1,2) de la primera, per
exemple) a ’altra. Llavors, tenim que el vector que uneix tots dos punts de pas és el

0,1,2) — (-2,0,1) = (2,1,1)

i el producte vectorial d’aquest vector i del vector director de la segona recta és el

k
2,1, 1)A(-1,-3,2)=| 2 1|=(5-5-5)=501,-1,-1).
2
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Per tant, la distancia del punt a la recta és
I5(L-L-D| _5V3 _5/42
IL=32)1 ~ Jz 14

(c) En primer lloc, la recta i el pla son estrictament parallels perqueé el vector director de la recta i
I’associat al pla son ortogonals ja que

(1,3,1)-(1,-2,5)=0
i el punt de pas de la recta no pertany al pla perque no satisfa I'equacié d’aquest:
1-2-3+5-(=2)—1=-16#0.

Per tant, només cal agafar el punt de pas (1, 3, —2) de la recta i calcular la distancia d’aquest punt
al pla:
1-2-3+5-(-=2)—1] 16 _ 8y30
12 + (=2)% + 52 V30 15
(d) En aquest cas, veient les seves equacions, és clar que els dos plans son estrictament paraliels.

Per tant, la distancia entre ells és igual a la distancia d’un punt d’un ells (per exemple, el (1, 0,0) del
primer) a laltre pla:
1-2-0+3-0-4 3 314

12 + (_2)2 + 32 \/ﬁ 14

m '

Donats els punts p = (—1, 3,—2) i el pla P d’equacio

x—3y+3z=5,

trobeu I’equacio dels dos plans parallels a P que estan a una distancia d = 2419 del punt p.

Solucio
En primer lloc, els plans buscats seran de la forma
x—3y+3z+D=0.
Aleshores, substituint a la fébrmula de la distancia d’un punt a un pla tenim:

|-1-3-3+3:(=2)+D|

2y19 =

o, el que és el mateix,

| —16 + D|
2y19= ————
V19
0, equivalentment,
ID — 16| = 38.

Per tant, ha de ser
D-16=38 o —(D-16)=238,



94 Geometria del pla i de I’espai

ésadir, D = 54 o D = —22 i, en conseqiiéncia, els plans son
x—=3y+3z=-54 i xX—3y+3z=22.

m 3

Donades les rectes d’equacions

x+5 y—-3 z+7 . 7 o —9x+2y—z=-130

R; : — — 2 - ,
2 3 3 —12x 43y —z =-170

calculeu la distancia entre elles, les equacions implicites de la perpendicular comuna a R, i
R, que les talla i les interseccions d’aquesta recta amb R; i R,.

Solucio

En primer lloc, la primera recta passa pel punt (=5, 3, —7) i té vector director (2, —3,—3). I per ala

-130
10/’

segona, resolem el sistema de les seves equacions
( -9 2 -1 —130) N<—9 2 -1
-12 3 -1|-170 F2~3F2_4F1_ 01 1
que té solucid general
-z + 50

X = ——— 1 =—Z+10.
3 y

Per tant, el vector director de la segona recta és (—1,—3, 3) i, donant el valor z = 5, obtenim un
punt de pas d’aquesta recta, el (15, 5, 5).

A més, el producte vectorial dels vectors directors €s

-

? 7 K
2 -3 —3|=(-18,-3,-9) ~(6,1,3);
-1 -3 3

1 el vector que uneix els dos punts de pas,
(=5,3,-7) — (15,5, 5) = (=20, =2, —12).
Per tant, la distancia entre les rectes €s

(-20,-2,-12) - (6,1,3)] _ 158 _ 79+/46
16,3, D) Jae 23

Draltra banda, les equacions dels plans P i Q que contenen respectivament les rectes R, i R, i el
producte vectorial anterior venen donades per

2 6 x+5 -1 6 x-—15
-3 1 y-3|=0 1 -3 1 y-5|=0
-3 3 z+7 3 3 z-5

que, desenvolupant, dona

3x+12y—10z—-91=0 i 12x — 21y —17z+ 10 =0,
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el que significa que les equacions implicites de la perpendicular comuna a R; i R, que les talla son
3x 4+ 12y — 10z = 91
12x —21y—17z=-10

I, finalment, les interseccions d’aquesta recta amb les rectes R; i R, coincideixen amb les interseccions
de cadascun d’aquests plans amb R, 1 R, que, resolent els sistemes corresponents, donen els punts
( 117 72 158) . (357 151 79)
237237 23 23°23°23)°

A T’enllag Exercici 37 us podeu descarregar un model 3D en Blender d’aquest exercici.

Trobeu 'ortocentre del triangle a ’espai que té els vértexs en els punts (1,4, 4), (—3,—3,3) 1
(—=2,1,1) (Portocentre d’un triangle és el punt on es tallen les seves altures, és a dir, les rectes
perpendiculars a cada costat que passen pel veértex oposat).

Solucio
Els vectors determinats pels tres costats del triangle son
(-3,-3,3)—-(1,4,4) = (—4,-7,-1);
(_2’ 1, 1) - (1’ 4, 4) = (_3a -3, _3) >
(-2,1,1)—(-3,-3,3) =(1,4,-2).
Ara n’hi ha prou en trobar la interseccié de dues de les tres altures del triangle. I aquestes son les

interseccions del pla que conté el triangle (que ve donat, per exemple, pel punt de pas (1,4,4) i els
vectors directors (—4,—7,—1) i (-3, -3,-3))

-4 -3 x-1
=7 =3 y—4|=0
-1 -3 z-4

o bé
2X—y—z=-6

1 dels plans perpendiculars a dos dels costats (els de vectors directors (1,4, —2) i (—3,—3,—3) ~
(1,1, 1) per exemple) i que passen pels vértexs oposats (el (1,4,4) i el (—3,—3,3) en aquest cas)

xX+4y—2z=9 i X+y+z=-3.

Per tant, 'ortocentre sera la interseccio d’aquests tres plans:

2 -1 —-1|—6 2 -1 —-1|—-6 2 -1 —-1| —6
1 4 =2 9 ~10 9 —-3| 24 ~|0 9 -3 24
1 1 1(-3 ~2F,— 0 3 3 0 0 0 12| -24
T F3~3F3=F,
Llavors, és clar que la solucié d’aquest sistema és x = =3,y =2iz = —2.

Per tant, en definitiva, es té que I'ortocentre €s el punt

(=3,2,-2).


https://videos.rafelamer.com/blender/tema4/exercici-37.blend
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A T’enllag Exercici 38 us podeu descarregar un model 3D en Blender d’aquest exercici.

m B

Donada la referéncia R’ = {0; €}, €,, €;}, la matriu de Gram de la base B’ = {€, ,,¢;} és

3 1 1
G=|1 3 -1
1 -1 3

i les equacions implicites de la recta R en la referéncia R’ sén

5x" +6y" +3z' =27
X +y +z' =4

trobeu I’equacid del pla perpendicular a R que passa pel punt p = (3,4,0) 5.

Solucio

Per trobar un vector director de la recta, expressat evidentment en la base B’, només cal que resolem
el sistema d’eqacions
5x'+6y' +3z'=0
X' +y +2 =0])

Ho fem per Gauss:
56 3|0 N 5 6 3
1 11|0 ~\0o -1 2

Per tant, el vector i = (=3,2,1)g és un vector director de la recta R. Com que els vectors
(x',y',z") g del pla P han de ser perpendiculars a aquest vector, han de complir que

’

0) 5x’+6y’+32’=0} x’=—3z’}
d’on .

0 -y +2z' =0 y =2z

31 1\ /-3
(x y z)[1 3 =1 2]=0 obé —6x'+2y —2z =0.
-1 3 1

Com que aquesta és I’equacid dels vectors del pla P, I’equacio del pla afi P sera de la forma
3x" —y' + z' = D. Per determinat la D, només cal que imposem que el pla ha de passar pel punt
p = (3,4,0)5, i obtenim que D = 5. Aixi dons, el pla perpendicular a la recta R té equacid implicita

X' -y +z' =5

en la referéncia R’.

Determineu el centre i el radi de la circumferéncia que passa pels punts (—1,—5), (5,1) 1
(-1,3).

Solucio
L’equacio6 de la circumferéncia és de la forma

x> +y*+Ax+By+C=0.


https://videos.rafelamer.com/blender/tema4/exercici-38.blend
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Si imposem que els tres punts de I’enunciat han de complir aquesta equacio, obtenim el sistema
d’equacions
—A—-5B+C+26=0
S A+B+C+26=0,

—-A+3B+C+10=0

1, si el resolem pel métode de Gauss, tenim que

-1 26 1 5 -1 26
51 1|-26

-1 3 1| —10 /F,~F,-5sF, 0 8 0 16
Fy~F3+F,

1
o
I
[\
=~
@)}
I
[
w
()}

Per tant, ens queda el sistema d’equacions

A+5B-C=26
—24B 4+ 6C = —156 ¢,
8B =16

que té per solucio B =2, B =—181A = —21, per tant, ’equacio de la circumferéncia és
X24+y>—2x+2y—18=0
que, completant quadrats, podem escriure com a
(x—-12-1+@+1*-1-18=0

o bé
(x=12+@+1)2=20

i obtenim que es tracta, doncs, de la circumferéncia de centre (1, —1) i radi r = /20.

Determineu si la recta x — y + 1 = 0 és secant, tangent o exterior a la circumferéncia

x> +y>—2x+4y—-3=0.

Solucio
Aillant la y de ’equacio de la recta, s’obté
y=x+1.
I substituint a ’equacio6 de la circumferéncia queda
X+ (x+12-2x+4(x+1)—3=0,

o0, el que és el mateix,
2x2+4x+2=0,

que té solucid doble x = —1. Llavors, y = —1 + 1 = 01 tenim, doncs, que la solucio és unica i, per
tant, és tangent en el punt (-1, 0).
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Determineu els vértexs i els focus de ’ellipse d’equacio segiient i representeu—ho graficament:

X2 y2
Z+ =1,
472

Solucio

En primer lloc, el semieix major, el semieix menor i la semidistancia focal sén, respectivament,

a=iz2, b=yi i ceNE_m=\2_yT =1

Per tant, els vértexs son

(0,00 =(2,0), (-a,0)=(-2,0), (0,b)=(0,v2) i  (0,—b)=(0,—2);

1 els focus,

€0 =20 i (=¢0)=(—2,0).

I el grafic és

Determineu el focus i la directriu de la parabola d’equacio segiient i representeu—ho grafica-
ment:

Solucio

Com que 2p = 445, es té que el parametre és

Per tant, el focus és
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1 la directriu,

I el grafic és

Determineu els vertexs, els focus i1 les asimptotes de la hipérbola d’equacié segiient 1
representeu—ho graficament:

2

2 Y
x“—==1.

4

Solucio

En primer lloc, el semieix real, el semieix imaginari i la semidistancia focal son, respectivament,

a=+1=1, b=y4=2 i c=Va2+b2=y12+22=5.

Per tant, els vértexs son

(a,0) =(1,0) i (—a,0) = (-1,0);
els focus,
©0) =50 i (=¢0)=(-/50);
i les asimptotes,
_bo_2 , _ b _ 2 _
y_ax_ix— X 1 y= ax— Tx— X .
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I el grafic és

Trobeu el centre i els focus de la hipérbola d’equacio segiient i representeu—ho graficament:

4x% —9y?> —24x+ 18y —9=0.

Solucio

L’equaci6 anterior es pot escriure en la forma
4x—3%-36-9(y+1)P2+9-9=0
obé
4(x —3) = 9(y + 1)* = 36,

que equival a
(x=-3 -1 _
9 4

En conseqliéncia, el centre és el punt (3,1).

1.

A més, tenim que el semieix real és a = \/5 = 31iel semieix imaginari b = \/Z = 21, per tant, es té

que la semidistancia focal és
c=V3+22=13.
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I tenim, doncs, que els focus sén

B, D)+13(1,00=(3+13,1) i  (3,1)—13(1,0) = (3 —13,1).

I el grafic és

1 A

Trobeu el centre i els focus de I’ellipse d’equacio segiient 1 representeu—ho graficament:

5x% +2y? —20x + 12y + 8 =0.

Solucio

L’equaci6 anterior es pot escriure en la forma

5(x—2)2—20+2(y+3)?—-18+8=0

o bé
5(x —2)% +2(y + 3)? = 30,
que equival a
(x —2)? + y+3)?
6 15

En conseqiiéncia, el centre és el punt (2, —3).

1.
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A més, tenim que el semieix major és a = y15iel menorb = \/E 1, per tant, es té que la semidistancia

focal és
2 2

c= \/1_ —\/g =3.

I tenim, doncs, que els focus son

(2,-3)+3(0,1) = (2,0) i (2,-3)—3(0,1) = (2,-6).

I el grafic és

4_
34 6
2 54

—8 —5
—9 4 —6
—10

Determineu el focus, el vértex i la recta directriu de la parabola segiient i representeu—ho
graficament:

Y2 +8x—4y+12=0.

Solucio
L’equacid anterior es pot escriure en la forma
(y—2)—-4+8x+12=0
obé
(y—2+8x+1)=0,
que equival a
-2y

x+1=-— .
8

En conseqiiéncia, el vertex és el punt (—1, 2).
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A més, tenim que el parametre és p = % = 41, per tant, el focus és el punt

4
(_1’ 2) - 5(19 0) = (_35 2) .
I la recta directriu, per la seva banda, té equacid
+1 4 =0
x 5 =0,

és a dir,

I el grafic és

T T T T T * T
-7 -6 =5 -4 -3 =2 -1 / 3 4 5 6 7
—1 1

T T T

T T T T T T T
-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 - -1 2 3 4 5 6 7

w

Donada la quadrica d’equacio

40x? — 5y? — 222 — 240x — 20y + 4z + 298 =0,

completeu quadrats i determineu el seu tipus i el seu vértex o centre.

Solucié
L’equaci6 anterior es pot escriure en la forma
40(x —3)2 =360 —5(y +2)> +20—2(z—1)2+2+298 =0

o bé
40(x — 3)? = 5(y + 2)> — 2(z — 1)> = 40,

que equival a
( +2)? N (z-1) _
8 20

(x—3)2+ 1.
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En conseqii¢ncia, es tracta d’un hiperboloide de dues fulles amb centre el punt
(3,-2,1).

A T’enllag Exercici 48 us podeu descarregar un model 3D en Blender d’aquest exercici.

'_m 3

Donada la quadrica d’equacio

5x2 + 4z% — 30x — 200y — 16z + 461 = 0,

completeu quadrats i determineu el seu tipus i el seu vértex o centre.

Solucio
L’equacid anterior es pot escriure en la forma
5(x —3)> —45+44(z — 2)> — 16 — 200y + 461 =0
obé
5(x —3)? + 4(z — 2)> — 200y + 400 = 0,

és a dir,
5(x —3)? +4(z—2)>—200(y —2) =0,
que equival a
_(x=3y  (z-2)
~ "0 T
En conseqii¢ncia, es tracta d’un paraboloide elliptic amb vértex el punt

y—2

(3,2,2).

A T’enllag Exercici 49 us podeu descarregar un model 3D en Blender d’aquest exercici.

m B

Donada I’esfera d’equacid

X2 +y?+z2+6x+4y—2z+8=0,

trobeu ’equacié dels dos plans tangents a I'esfera i parallels al pla x + y + 2z = 1.

Solucio
L’equacio6 del dos plans que busquem ha de ser de la forma
x+y+2z+D=0

i la condicié de que un pla sigui tangent a una esfera és que la distancia del centre del pla a I’esfera
coincideixi amb el radi de I'esfera.

Completant quadrats podem trobar el centre i el radi de ’esfera. Aixi, de

X2 +y*+z2+6x+4y—2z+8=0,
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tenim que
X>+6x+y*+4y+z2-2z+8=0,

és a dir,
(x+32—-9+@+2?—-4+(z—-12-1+8=0

o, el que és el mateix,
(x+32+@+22+(z—-1)2=6.

Per tant, el seu centre és el punt (—3,—2,1)iel seuradir = ‘/E
Ara hem d’imposar que la distancia del centre de ’esfera als plans d’equacio
xX+y+2z+D=0

sigui igual a V6. Tenint en compte la féormula de la distancia d’un punt a un pla

|Axy + Byy + Czy + D|
VA2 4+ B2 4 C2

d(P’P) =

tindrem que
|—3+(=2)+2-1+D| _ s

Vi+1+4

1, en conseqiiéncia
ID-3|=6,

que equival a que
D-3=6 1 D—-3=-6.

Llavors, tenim que D = 91 D = —3 i, per tant, les equacions dels dos plans son

X+y+2z=-9 i xX+y+2z=3.

A T’enllag Exercici 50 us podeu descarregar un model 3D en Blender d’aquest exercici.

la seva orientacio:

1 1 1
-1,1,2); —(-3,4,12), —(12,-3,4), —(4,12,-3)¢ .
H10,2) 53,410, 02, -3,4), 5412, -3)]

Analitzeu si el sistema segiient és referéncia rectangular de B i, en cas afirmatiu, determineu

Solucio

Es referéncia rectangular perqueé la seva base és ortonormal ja que

(—3,4,12) - (12,-3,4) = (-3,4,12) - (4,12,-3) = (12,-3,4) - (4,12,-3) =0

1 1 1 1
A _33 4’ ]-2 === 12, _3,4 = || 4, 12, _3 = — ].3 = 1 .
|5-2412] = [0z 20] = [gea2-9] - 5

I és positiva ja que

L3 12 4 L |3 12 4
det || 4 -3 12 =(E>' 4 -3 12
12 4 -3 12 4 -3

1
= 5757 (F27+64+1728 + 144+ 144 + 144) = 1> 0.
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Calculeu i representeu graficament les coordenades del punt (5, 2) en la referéncia

R = {(O, =3); %(3, —4), %(4, 3)} .

Solucié
Com que la referéncia és rectangular, utilitzem el metode de calcul especific per a aquest cas.
En primer lloc, el vector que uneix 1’origen de coordenades i el punt donat és el

(5,2)—(0,-3)=(5,5).

I les coordenades son les components del vector en la base de la referéncia que, en ser rectangular,
son

((s, 5. %(3, —4),(5.5) - %(4, 3)) = (-1.7).

I el grafic és

b2
=N W A wn e
L ! L I I h

Representeu graficament la recta que en la referéncia
1 1
R =12,1); —(@1,1), —(-1, 1)}
V22

té equacio 2x" — 3y’ + 6 = 0.
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Solucio

El grafic és

Determineu I’angle que formen la recta i el pla d’equacions respectives

x'+2 y -3 =z

> — = i —-x'+2y' +2z' =-1

en la referéncia R’ = {(2,-1,3); 3(=1,2,2),5(2,-1,2),3(2,2,-1)}.

\.

Solucio

Encara que hi ha conceptes que depenen del producte escalar, com que la referéncia és rectangular,
treballem en la referéncia R’ com si fos la canonica.

En primer lloc, el vector director de la recta i I’associat al pla son els de components (2,—1,2) i
(—1,2,2) en la base de la referéncia, respectivament.

I com que
(2,-1,2)-(-1,2,2) =0,

es dedueix que la recta i el pla son parallels i, en particular, ’angle que formen és
a=0.

m '

Trobeu I’angle entre la recta i el pla que tenen equacions respectives

x' +6 "'—-8 zZ'=7 .
5 =7 —=— i X —=y+2z =1

en la referéncia R’ = {(1,-2,3); (1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}.
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Solucio

Com que la referéncia no és rectangular i hi ha conceptes que depenen del producte escalar, fem un
canvi de referéncia a la referéncia canonica.

El vector director de la recta és el de components (2, —5,,5) en la base de la referéncia, és a dir, el
2(1,1,1) — 5(1,1,0) + 5(1,0,0) = (2, —3,2).

I, d’altra banda, tenim que el canvi de referéncia de R, a R’ ve donat per

-1

x' 1 11 X 1 0O O 1 b9 1
y]=[110 yl-{=2]l=(0 1 -1 y |- =211,
z' 1 00 z 3 1 -1 0 A 3
és a dir,
x' -3 0 0 1 X
y = 51410 1 -1 y
z' -3 1 -1 0 z

I llavors, substituint a ’equacié del pla, tenim que
z=3-(Qy—-z+5)+2(x—y—-6)=1

o, el que és el mateix,
2x =3y +2z=21.

I com que el vector director de la recta i 'associat al pla son iguals, es dedueix que la recta i el pla

son perpendiculars i, en particular, que formen un angle de o« = %

m D

Determineu la distancia que hi ha entre el punt (1, 2) i la recta que té equacio

x'=3y'=0

en la referéncia R’ = {(0, —1); %(2, 1), %(—1, 2)}. Representeu-ho graficament.

Solucio

Encara que hi ha conceptes que depenen del producte escalar, com que la referéncia és rectangular,
treballem directament en la referéncia R’ com si fos la canonica.

Aixi, podem aplicar la férmula habitual de la distancia d’un punt a una recta en el pla treballant
amb la mateixa referéncia R’. El que farem primer, per tant, és calcular les coordenades del punt
anterior en la referéncia R’. Tenim que el vector que uneix ’origen de coordenades amb el punt
donat és el

(1,2) — (0,-1) = (1, 3).

I aquest té components en la base ortonormal de la referéncia R’

1 1
1,3)- —(2,1),(1,3) - —=(—1,2) | = (V5,V5) .
<()\E( »(13) = )) (V3. 5)
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Per tant, la distancia ve donada per

V5 -3 5 .

2.

[FT 3P

I el grafic és

m '

Calculeu la distancia del punt (1, 2) a la recta d’equacid

x'+2y'=0

en la referéncia R’ = {(3,1); (1, 3),(2,1)}.

Solucio

Com que la referencia no és rectangular i hi ha conceptes que depenen del producte escalar, fem un
canvi de referéncia a la referéncia canonica.

Tenim que el canvi de referéncia de R, a R’ ve donat per

)-Co 1G)-C==+ [6) -G
()=o) =505 2)6)

I llavors, substituint a I’equacié de la recta

és a dir,

x' +2y'=0,

tenim
1 1
g(—x+2y+1)+2-§(3x—y—8)=0

o, el que és el mateix,
x—3=0.
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Per tant, la distancia és
[1-3]|

V12 + 02

Els vectors de la base B’ = {¢],¢,} compleixen que &, - €; = 3, ¢, - &, = —1i¢&,-¢&, = 2.
Donats la recta R d’equacié

=2.

4x' -3y’ =1

en la referéncia R’ = {o; €;,¢,}1i el punt p = (5,—3) 4, calculeu la distancia del punt p a la
recta R.

Solucio

Com que la referéncia R’ no és rectangular, no podem aplicar cap formula per al calcul de la
distancia. Aixi doncs, hem de trobar la projeccio ortogonal de p sobre la recta R.

En primer lloc, el vector director de la recta R és ti = (3,4)5 i hem de trobar un vector U perpendi-
cular a u. Si posem U = (a, b) 5/, tindrem que

i-5=(3 4)G(Z),

on G és la matriu de Gram de la base B’. Per tant,

i-5=(3 4)(_? _;><Z)=5a+5b.

Aleshores, és evident que el vector U = (1, —1) g és perpendicular a # i que la recta perpendicular a
R que passa pel punt p = (5, —3)4 té€ equacio implicita

x'+y =2.

Per calcular la projeccio ortogonal del punt p sobre la recta R hem de trobar la interseccio entre
aquestes dues rectes

4x' =3y’ =1
X +y =2\

La solucié d’aquest sistema d’equacions és x’ = 1, " = 1, per tant p’ = (1,1)s és la projeccio
ortogonal del punt p sobre la recta R i la distancia de p a R és igual a la distancia entre pi p’.

I tenint llavors en compte que ﬁ; =(1,1) — (5,—-3) = (—4,4), tindrem que

pp - pp = (-4 4)(_i _;)(_j)=(—16 12)(_j)=112.

Per tant,

d(p,R) = Y112 = 4/7.
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Finalment, una possible representacio grafica ¢s

T T T T
=13 =12 =11 -10

Na
)

S
A

Trobeu I’equaci6 en la referéncia R’ = {(2, -3); %(1, -1), %(1, 1)} de la conica d’equacid

x2+y>—2xy—26x—6y+9=0.

Solucio
Les equacions del canvi de referéncia de R’ a R, son
= + — ,
y =3 \/5 -1 1/\y
1, substituint a I’equacio de I’enunciat, tenim
1 2 1 2 1 1
2 = !’ ! 2 e ! ’ _ 2 . 2 4 !’ !’ . 2 e !/ !’
<+J5(x+y)> +(+ﬁ(x+y)) <+ﬁ(x+y)) (+ﬁ(x+y))
—26-(2+ L(x' ')_ .(2 L—x /> =
6(+ﬁ(x+y) 6 +J§(x+y)+90
que, agrupant i simplificant, queda

2x'% — 16\/§y’ =0

o, el que és el mateix,

1, en particular, es té que és una parabola.



112 Geometria del pla i de I’espai

m B’

53(—1,1,—1)}

Trobeu I’equacidé en la referéncia R’ = {(4, -3,2); %(1, 1,0), ﬁ(l, -1,-2),

de la quadrica d’equacid

3x2 +3y? + 522 + 2xy — 6xz + 6yz — 6x — 2y + 22z + 3 =0.

Solucio

Les equacions del canvi de referencia de R" a R, son

X 4 1 \/E 1 —\/5 x'
y|=(-3|+—=[V -1 V2| ¥
z

2 V6 0 —2 —\2)\7

que, substituint a ’equaci6 de ’enunciat i agrupant i simplificant, queda

2 2 2
X' yl z!

=1

42 T2 T 16

i, per tant, és un hiperboloide de dues fulles. A I’enlla¢ Exercici 60 us podeu descarregar un model
3D en Blender d’aquest exercici.

m B’

En el pla XZ, es considera la parabola d’equacio

=X _3,
1=

Si la fem girar al voltant de I’eix de les x, quina sera I’equaci6 de la superficie de revolucio
resultant?

Solucio

Cada punt X = (x,y, z) de la superficie de revoluci6 s’obté a partir d’un punt P = (¢,0,s) de la
parabola de partida i, en girar al voltant de I’eix de les x, el centre de la circumferéncia que descriu
el punt P és el punt C = (t,0,0).
El punt P compleix I’equacié de la parabola, és a dir,
2
=_ -3,

°T3
1, d’altra banda, com que els punts P 1 X estan sobre la circumferéncia descrita per P en girar al
voltant de I’eix de x, tenim que

ICX|=1CP| obé¢ [CX|*>=]|CP|>.

Finalment, els punt X, Pi C estan contingutsenel plax =t1

5)(=(x—t,y,z)=(0,y,z) i C_'15=(0,0,S),

per tant,


https://videos.rafelamer.com/blender/tema4/exercici-60.blend

4.2. Elplail’espai afi euclidia 113

Amb unes senzilles operacions, obtenim

x2 2
2 2= —__3
Yy +z (3
(x* —9)?
9
9y? + 9z% = (x? — 9)?

y2+zz=

(x2—9)2—9y? -9z2 =0.

A T’enllag Exercici 61 us podeu descarregar un model 3D en Blender d’aquest exercici.

m 3

En el pla YZ, es considera ’el'lipse d’equacio

1.

(y—-572 (z-12%
36 T 9 -

Si la fem girar al voltant de I’eix de les y, quina sera I’equacio de la superficie de revolucio,
anomenada tor, resultant?

Solucié
Cada punt X = (x, Yy, z) de la superficie de revolucid s’obté a partir d’un punt P = (0, ¢t,s) de la
I’ellipse de partida i, en girar al voltant de I’eix de les y, el centre de la circumferéncia que descriu

el punt P és el punt C = (0,t,0).

El punt P compleix ’equacio de I’ellipse, és a dir,

(t —5)? N (s —12)? _

1.
36 9

1, d’altra banda, com que els punts P 1 X estan sobre la circumferéncia descrita per P en girar al
voltant de I’eix de y, tenim que

ICXIl=CP|l obé¢ [CX|*=]|CP|?.
Finalment, els punt X, P i C estan contingutsenel play = t1i
CX=(x,y—-tz)=(x0z) i CP=(0,0,s),

per tant,


https://videos.rafelamer.com/blender/tema4/exercici-61.blend
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Amb unes senzilles operacions, obtenim

(t —5)? N (s —12)? _

1
36 9
2
(y — 52 (\/x2 +z2 — 12)
36 T 9 =1

2
(- 5)2+4(\/x2 22— 12) —36=0
y2 — 10y+25+4(x2 +z2—24\x2 + 22 + 144)— 36 =0
4x2 + 2 + 422 — 10y — 96V X2 + 22 + 565 = 0
4x% + y? + 4z% — 10y + 565 = 96V x? + 22

2
(4x2 + y2 + 422 = 10y + 565)" = (962 + 22)
(4x? + y* + 422 — 10y + 565)2 = 9216(x* + z%).

A T’enllag Exercici 62 us podeu descarregar un model 3D en Blender d’aquest exercici.

m D

En el pla XY, es considera la grafica de la funcio

X=6+3siny.

Si la fem girar al voltant de I’eix de les y, quina sera ’equacié de la superficie de revolucio
resultant?

Solucio

Cada punt X = (x,y, z) de la superficie de revolucié s’obté a partir d’un punt P = (t,s,0) de la
grafica de partida i, en girar al voltant de I’eix de les y, el centre de la circumferéncia que descriu el
punt P és el punt C = (0, 5,0).

El punt P compleix ’equacio de la grafica, és a dir,
t=6+3sins.

1, d’altra banda, com que els punts P i X estan sobre la circumferéncia descrita per P en girar al
voltant de I’eix de y, tenim que

ICX|I=|CP|| obé¢ [CX|*=]|CP|?.
Finalment, els punt X, Pi C estan contingutsen el play = si
&z(x,y—s,z)z(x,o,z) i a’z(t,0,0),

per tant,
y=s
X+z2=12]"


https://videos.rafelamer.com/blender/tema4/exercici-62.blend
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Amb unes senzilles operacions, obtenim

t=6+3sins

VX2 +z2=6+3siny
x% + 2% = (6 + 3siny)?
x2 + 2% =36 + 36siny + 9sin® y

x%+z2—9sin’y —36siny —36 = 0.

A T’enllag Exercici 63 us podeu descarregar un model 3D en Blender d’aquest exercici.

m '

Donada la recta d’equacions implicites

xX+z=4
y—2z=2\"

la fem girar al voltant de I’eix de les z. Quina sera ’equacio de la superficie de revolucid
resultant?

Solucio

Es immediat que unes equacions parameétriques de la recta son

x=4—-t
y=2+2t,
z=t

que cada punt X = (x,y,z) de la superficie de revolucio s’obté a partir d’un punt de la recta
P =(4—-1t2+2t,t)1que, en girar al voltant de I’eix de les z, el centre de la circumferéncia que
descriu el punt P és el punt C = (0,0, t).

D’altra banda, és evident que
ICX||=|CP|l obé [CX|*=]CP|>,

1 com que&= (x,y,z—1t) =(x,y,0) 1 CP= (4—1t,2+2t,0)=(4—2z,2+22,0) ja que els punts
X, Pi Cestan tots en el pla z = t. Amb unes senzilles operacions, obtenim

|CX | = || CP|?
X +y?=@-zP%+2+22)?
x2+y?=2>—-8z+16+4z>+8z+4
x> +y>—52z2=20

2 2 2

Xy

z
~ =1,
20 20 4

que ¢s I’equaci6 d’una hiperboloide d’una fulla.

A T’enllag Exercici 64 us podeu descarregar un model 3D en Blender d’aquest exercici.


https://videos.rafelamer.com/blender/tema4/exercici-63.blend
https://videos.rafelamer.com/blender/tema4/exercici-64.blend




Capitol

Transformacions lineals i afins

5.1 Transformacions lineals

Escriviu la part escalar i la part vectorial del quaternid

—4+ 27— 3] +4k.

Solucio

Les parts escalar i vectorial sén, respectivament,

—4 i 2T—3]+4k.

Calculeu la suma dels quaternions

—3+20+j—2k i —1-T+3]j—k.

Solucio

Tenim que
(=3+21+7-2k)+(-1-T+3]—k)=—4+T+4]-3k.

Calculeu el producte de ’escalar —3 i el quaternio

4-27+3]—5k.

Solucio

El producte de ’escalar pel quaternio és

—3(4 — 20+ 3] — 5k) = —12 + 67— 97 + 15k..

117
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Calculeu el producte dels quaternions

N
tan)

1-30+27—4k i —1+31—7—

Solucio

Com que el producte escalar i el producte vectorial de les parts vectorials dels quaternions son,
respectivament,

77k
(=31+2)—4k)-3T—]—-2k)=-9—-2+8=-3 i -3 2 —4|=-871—187-3k,
3 -1 -2

el producte és

(1—30+27—4k) - (~1+ 37— J—2k) =
1-(=1) = (=3) + (=1)(=37+ 2] — 4k) + 1(37— ] — 2k) + (=87 — 18] — 3k) = 2 — 27— 21] — k..

Calculeu el conjugat del quaternio

—2+7—]+4k.

Solucio

El conjugat és

Calculeu la norma del quaternid

2—T+3]—4k.

Solucio

La norma és

12 =T+3]—dk|| = 22+ (—1)2 + 32 + (—4)2 = 4/30.

m 3

Calculeu la imatge del vector (=2, 3,4) i les antiimatges dels vectors (—2,3,2)1(0,3,1) dela
transformacio lineal T de V5 que en la base canonica ve representada per

0 1 -1 x
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Solucio

La imatge del vector (=2, 3,4) surt de

0 1 -1\/-2 -1
-1 0 -4 3= -14
0 -1 1 4 1

1 és, doncs,
T(-2,3,4) = (-1, —-14,1).

I les antiimatges son els vectors (x, y, z) tals que
T(x,y,z) =(-2,3,2) i T(x,y,z) =(0,3,1),

que venen donats per

0 1 -1 X -2 0 1 -1 X
-1 0 —4 y | = 3 1 -1 0 —4 y|=
0 -1 1 z 2 0 -1 1 z

I podem resoldre aquests dos sistemes lineals simultaniament:

0 1 -1{-2 0 -1 0 —4 33 -1 0 —4 33
-1 0 —4 3 3 ~ 0 1 -1|-2 0 ~ 01 -1(-2 0
0 -1 1 21 FioF, 0 -1 1 21 FymFytF, 00 O 01

Aleshores, obtenim que el primer sistema és compatible indeterminat i la seva soluci6 general és

xX=—-4z-3
y=z-2 '

Per tant, tenim que les antiimatges del vector (-2, 3, 2) formen el conjunt
T71(=2,3,2)={(-4z-3,z—2,z) €} : z€ R}.

I, en canvi, el segon sistema és incompatible, la qual cosa vol dir que el vector (0,3,1) no té
antiimatges.

m '

Donada la transformacio lineal
u\ 1 2 X
v/ \-1 3/\y)’

representeu en que es transforma el triangle de vértexs (0, 0), (4,0) 1 (0, 3).

Solucio

Tenim que

(L 36)-6) (36 o (GR)6)

I
—
Nelio)
N———
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Per tant, el grafic és

| EEEEEEE NN NN AR EEARERE NEEEREE A T
-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 i 2 3 4 5 6 7 8 9
—14

-2+
—34

—4

m B

Trobeu la representacio en la base canonica de la transformacio lineal T de 15 definida per

T(1,1,1) = (-1,1,-3)
T(1,2,2) = (0,1, —4)
T(1,2,3) = (1,4, -7)

Solucio

Si A és la matriu de T en la base canonica s’ha de verificar que

1 -1 1 0 1 1
Alt])= 1], al2]=[ 1 i oalz2]=[ 4],
1 -3 2 —4 3 =7
que equival a ’equacio matricial
1 11 -1 0 1
Al 1l 2 = 1 1 4
1 2 3 -3 -4 -7
Per tant, tenim que la matriu A és
1 0 1 /-1 0 1\/ 2 -1 o 2 0 1

1 11
A= 1 1 4 1 2 2 = 1 1 4 -1 2 -1 )= 1 =3
-3 -4 -7 1 2 3
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1 la representacié de T en la base canonica €s

u -2 0 1 X
v | = 1 -3 y
w -2 2 =3 z

Trobeu la representacio en la base B" = {(2, -1, 3),(2,1,2),(1,—1, 2)} de la transformacio
lineal T de V4 definida per

T(x,y,z)=(2x+3y—z,x—y +4z,x — 3y + 22).

Solucio

En primer lloc, la matriu associada a T respecte de la base canonica B, és

2 3 -1
A=|1 -1 4
1 -3 2

Llavors, calculem la matriu associada a T respecte de la base B’ amb I’esquema de canvi de base
seglient:

-1
(. 3") ¢ W.8) 2 B —C .3

X' X X X'

k A =ClAC )

on A’ és la matriu de T en la base B’ i C la matriu de canvi de base de la base B’ a la base canonica:

2 2 1
C=1-11 -1
3.2 2

Per tant, la matriu associada a T respecte de la base B’ és

22 1\ /2 3 -1 2 2 1
A=ClAC=|-11 -1 1 -1 4| -1 1 —1
32 2 1 -3 2 32 2
4 -2 =3\ /-2 5 =3 -71 -7 =56
=l-1 1 1 15 9 10]|=| 28 7 21
-5 2 4 1 3 8 84 5 67

La representacio de la transformacio lineal en la base B’ és

u' -71 -7 =56 x'
v | = 28 7 21 y'
w’ 84 5 67 z'
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Trobeu la representacio en la base canonica de la transformacio lineal que consisteix en un
escalat de factor 1 en la direccid (=3, 3, 1), un de factor 1 en la direcci6 (1,—3,—2)iun de
factor 3 en la direccid (1, -2, —1).

Solucio

Llavors, la representacio de la transformacio lineal en la base B’ = {(-3,3,1),(1, -3, -2),(1,-2,-1)}
és

!

u 1 00 X
vV |=10 1 0 y
w' 0 0 3 z'
I llavors, mitjangant la formula del canvi de base
c! , A . C
(V. B,) (5, B') (5, B) (3, B.)
X X' X'

X
k A=cAac! j

podem obtenir la seva matriu en la base canonica:

-1

-3 1 1 1 00\/=-3 1 1 -5 —-10 12
A=CACl= 3 =3 =2 010 -3 =2 =12 21 24
1 -2 -1 0 0 3 1 -2 -1 6 10 -—11

Per tant, la representacio de la transformacio lineal en la base canonica és

u -5 -10 12 b
v |=|12 21 24 y
6 10 -11 z

Calculeu la representacio en la base B’ = {(1, 2), (2, 1)} del gir vectorial d’angle 37".

Solucio

En primer lloc, si notem o = 3% tenim que

1 . ) 1
cosa=—— 1 sin o = —..

V2

=

Per tant, la matriu d’aquest gir vectorial en la base canonica és

A= [cosa —sina\ 1 (-1 -1
sina  cosa 201 -1 ’
I llavors, mitjangant la formula del canvi de base

, C A c!
(2, B') (V2. B.) (V2. B,)

X X' X't

(2. 3)
X
k A'=C'AC j
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podem obtenir la seva matriu en la base B':

A’:C_lAC=<; i)_lé(_i :1)(
S5 2)HE )

Aleshores la representacio en la base B’ del gir vectorial és

(V)25 <)5)

!
3)

1
2

Siguin T I’escalat de factors 4 en la direccié de les x i 3 en la direccid de les y i G el gir de
120°.
(a) Trobeu la representacid en la base canonica de la transformacio lineal que consisteix en

aplicar primer ’escalat i després el gir.

(b) Representeu en que es transforma el rectangle de vertexs (=2, —1), (2,—1), (2,1)1(=2,1).

Solucio

(a) La representacio en la base canonica de ’escalat i el gir son, respectivament,
u\ (4 0)\(x ; u _1 -1 —\/E X
v/ \o 3)\y v/ 2\yz -1 J\y)’
Per tant, la matriu de la transformacié lineal donada és
1(-1 =\3\(4 0\ _1[-4 -3/3
2\ /3 -1 0 3 2\4/3 -3
1, en conseqiiéncia, la representacid en la base canonica de la transformacio6 lineal resultant és
u _1 —4 —3\/5 X
v) 2\4fz -3 J\»)’
(b) Tenim, doncs, que
—4 =343 ( 2) 1( 8+343 1( -4 =33 ( 2)_1 —8+33)
43 -3 1) 2\ -8/3+3 2\a3 =3 J\-1) 2\ 8/3+3 )’
—4 —3J§ ) 1(- —3\/_ 1/ -4 -3/3 (—2)_1 8 —343
43 =3 2 2\4y3 -3 1) 2\ -8y3-3/"

N =

N =
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Per tant, el grafic és

{ IRRLIRRT TR SRRV IRRL- NP~ NN IR -)
IS SIS SN [ T (/1] [ [

'_m 3

Trobeu la representacio en la base canonica de la rotacid vectorial amb ordenacio dels eixos
ZXZ i angles respectius d’Euler

Solucio

La matriu en la base canonica de la rotacio és

cos$p —sing 0 1 0 0 cosyp —sinyph 0
sing cos¢p O 0 cos® —sinb siny) cosyp O
0 0 1 0 sinf cosb 0 0 1
V2 V2
T -5 o)! O\F ‘(; 010
_ 2 2
= g @ 0| 7 FT |{-1 O
o o 1)lo -2 _2)\ 001
V21 1 2 1
2 2 T2 01 0 2 2 T2 -1 2 -1
| 2 1 1 _ =l 1 2 1 |2z
T T3 3 1 oo 3 T 2 L V2
2 o_f2 )\ 001 2 2 V2 0 =2
0 -7 -7 z 0 -7

Per tant, la representacio en la base canonica de la rotacié és

u -1 \/5 -1 X
1
v | = 5 1 \/5 1 y

V2 0 —2)\z

A T'enllag Exercici 14 us podeu descarregar un model 3D en Blender d’aquest exercici.

g


https://videos.rafelamer.com/blender/tema5/exercici-14.blend

5.1. Transformacions lineals 125

Trobeu la representacio en la base canonica de la rotacio vectorial d’angle % al voltant del
vector (1,0,1)
(a) directament;

(b) fent servir quaternions.

Solucio

(a) Donada la base {(1, 0, 1)} de I’eix de rotacio, tenim que el seu pla ortogonal ve donat per I’'equacio
implicita
x+z=0.

Llavors, un possible vector d’aquest pla és el (0,1,0) d’on, fent el producte vectorial dels dos

anteriors .
7k
1 0 1 = (_17 05 1) s
01 0
s’obté que una base ortonormal positiva és
B! 1
B’ =1-—(1,0,1),(0,1.0), —(-1,0,1){ .
V2 V2

Llavors, com que @ = 7, tenim que la matriu de la rotacio vectorial en aquesta base B’ és

1 0 0 1 O 0
A=[0 cosa —sina |]=[0 0 -1
0 sina cosa 0 1 0

I tenint en compte que la matriu de canvi de base és ortogonal, mitjangant la formula del canvi de
base
cl=ct , A , c
(V4. B.) (4, B') (3, B') (3, B,)
X X't X't X

k A=CAC'=CAC! )

podem obtenir la seva matriu en la base canonica

1 0 -1 1 0 0 1 0 -1
P )t 1 1
A=CACl=cAact=—|o0 V2 ofl0 0 -1]—=|0 V2 o
‘/5 1 0 1 01 0 ‘/E 1 0 1
. 1 -1 0 101y (1 2 1
=§—\/§—1—1 0\/50=5\/§o—\/§.
1 1 0 -1 01 1 2 1
. _7r . a_n-
(b) Sinotem a = 3 tenim que 5 = 7 i, per tant,
a 2 a2
_ = — 1 m-—-=—.
cos 5 == sin 5 = —
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Aleshores, el quaternio és

2 2 1 2 1
2
1, per tant, resulta que
V2 1 1
=—, b=—, =0 d=—.
a=— > c i 5
I llavors, substituint, s’obté la matriu
1 V21
202 +2b*—1 2bc—2ad  2ac+2bd I T2 2 (1 -2 1
2ad +2bc  2a’+42c2—1 2cd—2ab |= g 0 _g =5 V2 0 =2
2bd — 2ac 2ab+2cd 2a*+2d%*-1 T 1 1 21
2 2 2
Per tant, la representacid en la base canonica de la rotacio és
u 1 1 —\/5 1 X
v]=5[v2 0o -2l
2
w 1 \/E 1 z

A Tenllag Exercici 15 us podeu descarregar un model 3D en Blender d’aquest exercici.

Trobeu la representacio en la base canonica de la transformacio6 lineal de 15 que consisteix
en aplicar successivament una rotacio de 60° al voltant de I’eix de les x, una rotacié de 30°
al voltant de I’eix de les y i una rotacio de 120° al voltant de I’eix de les z. Trobeu també I’eix
de la combinacid de les tres rotacions.

Solucio

En primer lloc, les matrius respectives de les tres rotacions anteriors son

V3 1 1 V3
1o o0 2 0 3 -2 —72 0
1 V3
0 3 -7 | 0 0 ! 2 200
V3 1 1 V3

Per tant, la matriu de la combinacid de totes tres és

1—1—J§o J3 0 1 2
S|V -1 o 0 2 0 [5]o0
0 0 2 -1 0 43 0

0 0 —2V3 —=3y3 5
1

1 —3 =3| 6 1 33

V3 o1 —4 6 23

1, en conseqiiéncia, la representacié en la base canonica de la transformacio lineal és

u 1 —2\/5 —3\/§ 5 b9

v |==| 6 1 33|y
8

—4 6 2¢3)\z


https://videos.rafelamer.com/blender/tema5/exercici-15.blend
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Aleshores, per trobar I’eix de rotacié plantegem el sistema lineal

23 =33 5
=3| 6 1 33

—4 6 243
que té solucidé y = (6 + 3\/§)x 1z=(7+ 4\/§)x. Per tant, I’eix de rotacio és el generat pel vector

(1,6 +3v/3,7 + 4¢/3).

N <
N < x

A T’enllag Exercici 16 us podeu descarregar un model 3D en Blender d’aquest exercici.

m 3

Donada la rotacio representada en la base canonica per
w) 1 —1++3 -1-+3)/x
v |=3|-1- V3 1 1-v3 [y ],
w —1++3 1+43 1 z
trobeu I’eix 1 ’angle de rotacio i el quaternio que la defineix.
Solucio
En primer lloc, per trobar I’eix de rotacio plantegem el sistema lineal
AN 1 —1+y3 -1-3)/x
y|=3|-1- V3 1 1-v3 ([ y],
z “1+3 1443 1 z

que té solucié x = —z iy = z. Per tant, I’eix de rotacio és el generat pel vector
(-1,1,1).

Per trobar I’angle de rotacio, tenim en primer lloc que

—1+traQaT_—1+1_0
2 2

cos a =
1 ’angle sera, doncs, 90° 0 270°.

Per saber exactament quin dels dos és escollim un vector qualsevol que no sigui multiple del vector
de gir tal com, per exemple, ¢l (1,0, 0) i calculem la seva imatge

1 “1+y3 -1-3)/1 1

1 1

3 —1-43 1 1-y3 || o =3 —1-43
“1+y3 1+43 1 0 —1++3

Aleshores, calculem el determinant del vector de gir, del que hem escollit i de la seva imatge

-1 1 3
10 o fi | 223
3 |7 3

1()%‘/5
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1, com que és negatiu, tenim que el sinus de ’angle és també negatiu i, en conseqiiéncia, ’angle de
gir és
270°.

1, finalment, el quaterni6 ve donat per

1 2
cos 135° +sin 135° - —(-1,1,1) = —— + g .
3

5

(-1,1,1) = — (—\/§+(—1,1,1))

wl-
=

1 és, doncs, el
1

q_
V6

Determineu si la transformacio lineal T de V5 que en la base B’ = {(1, 2), (1, 1)} ve represen-

tada per
u'\ 1 4 2\(x
v 2 \=5 2/

€s un gir vectorial i, en cas afirmatiu, calculeu ’angle de gir.

(=3 -T+]+k).

Solucio
Com que la base B’ no és ortonormal, farem un canvi de base a la base canonica:
c! , A , C
(V2. B.) (2, B') (2, B") (V2. B.)
X X' X' X

k A=cAac! j

11
2 1)°
Per tant,

() 0 -E 00 2507

Llavors, com que la base canonica €s ortonormal i la matriu en aquesta base és del tipus

(5 7)

amb a® + b? = 1, s’obté que T és, efectivament, un gir vectorial.

on

=

Il
=l -
—
N
NN
N———

!

Il

Finalment, es té¢ que

V2 V2

cosa = — 1 sinag = —
2 2

1, en conseqiiéncia, s’obté que T és el gir vectorial d’angle

T

1
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m 3

Analitzeu si la transformacié lineal T de 5 representada en la base canonica per

u 1 1 —2)/x
1
v | = 5 1 1 \/E y
w V2 =2 0o)\z
€s una rotacio vectorial i, en cas afirmatiu, calculeu els angles d’Euler i el vector i I’'angle de
gir
(a) directament;

(b) fent servir quaternions.

Solucio

(a) En primer lloc, per veure si T €s una rotacié nomeés cal comprovar que la matriu A és ortogonal

1 1 42 1 1 =2 400 100
1 1
A'A= - 1 1 —2=z] 1 1J§=ZO40=010
vz 2 o VZ =2 0 00 4 001
1 que el seu determinant és 1
1 1 =2 N
5| 1 1 2 =(§> ~(04+2+2+2+2-0)=1.
V2 =2 0
Aleshores, els angles d’Euler venen donats, respectivament, per
ks
¢ =arctan2(¥2,—V2) = -
T
0 =arccos0 = —;
2
57
¢ =arctan2(—\/§,—\/5) ="
Finalment, els vectors de I’eix de rotacio son els que verifiquen que
11 —2)/x x -1 1 —2)/x 0
1
511\/5y=y=1—1\/§y=0
V2 -2 o)\z) Az V2 -2 2)\z/ \O

o, el que és el mateix,

[ 1 =2 -1 1 —/2]0
51—1\/5 ~| 0 0 olol;

ﬁ _\/5 _2 0 F2~F2+F1 0 0 _4 0
F3~F3+y2F;

(=)

XxX=Yy

o
I
o

Per tant, el vector de gir és el
(1,1,0).

A més, tenim que
tracaT—1 1-1

=0
2 2

cos o =




130 Transformacions lineals 1 afins

.1 s T 37
il’angle de gir és, doncs, 5 0 =>-.
Llavors, per saber quin d’aquests és escollim un vector qualsevol que no sigui multiple del vector de

gir tal com, per exemple, el (0,0, 1) i calculem la seva imatge, que ve donada per la tercera columna
de A 1és, doncs, <—‘/—E 2 0). Aleshores

2227

\S)

10 -%
10§<0,
01 O

ies té que sin a < 01, en conseqiiéncia, I’'angle de gir és

(b) Si sumem les igualtats

obtenim
6a% +2b%>+2c*+2d*-3=1.

I com que podem escollir el signe d’un dels valors, prenent a > 0 per exemple i, ja que
a+b*+c2+d*=1,
obtenim que

40> =2 == a=

V2
>
Llavors, substituint a les primeres igualtats, s’obté que

1 1

b=+-, c==+- 1 d=0.
2 2

b

I substituint ara a = 72 id = 0 a la matriu de la formula i igualant a la matriu de I’enunciat, es té
que
20> —2bc  2c (T -2
2bc 22 —2b =5 1 1 2 = b=—- i c=—-.

—2¢c 2b 0 V2 =2 o

En conseqliéncia, el quaternio és

del que es dedueix que
cos — = — i sin— = ——
2 2 2 2
1, per tant, que I’angle de gir ve donat per
a 3w 3T

2% T %7
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5.2 Transformacions afins

m '

Trobeu la imatge del punt (0, 1, —2) i les antiimatges del punt (3,1, —1) per la transformacio
afi T de B, representada en la referéncia canonica per

u 4 -1 1 0 b
v | = 1)+ -4 0 -1 y
w —2 1 -1 0 z
Solucio
Com que
u 4 -1 1 0 0 5
v | = 1]+ —4 0 -1 1= 3],
w -2 1 -1 0 -2 -3

la imatge del punt (0,1 — 2) és
T(0,1,-2) = (5,3,=3).

I les antiimatges del punt (3,1, —1) surten de

4 -1 1 0 b
1+ -4 o =1][y]=]| 1
-2 1 -1 0 z -1
0, equivalentment,
-1 1 0 X -1
-4 -1 y|= ,
1 -1 0 z 1
és a dir,
-1 1 0f-1 -1 1 0f-1 x=y+1
—4 0 -1 0 o 0 4 -1 4 1; .
z=-4y—4

1 -1 0 1/ F,~F,—aF, 0 0 0 0
Fy~F)+F;

Per tant, tenim que les antiimatges del punt (3,1, —1) formen el conjunt
T7'(3,1,-1) ={(y+1,y,—4y—4) €R : ye R}.

m 3

Donada la transformacié afi

(3)=(5)+s (s 3)3):

representeu graficament la figura que s’ha transformat en la circumferéncia de centre (3, —1)
iradi 2.
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Solucio

El grafic és

m '

La representaci6 en la referéncia canonica d’una transformacio afi de B és

(3)=(2)+303)6)

representeu graficament en qué es transforma el rectangle de vértexs (1,0), (4,3), (3,4) 1
(0,1) i trobeu els punts fixos d’aquesta transformacio.

Solucio

Per al punt (1,0), tenim que el seu transformat és
3\, (3 1)\(1)_ o
-1) 2\1 4)\o) \-1)’
5-3)
27 2/

I procedint analogament amb els altres tres punts (4, 3), (3,4) 1 (0,1) obtenim els transformats
respectius

és a dir,
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1 el grafic és, en conseqiiéncia,

T T Y T T T T T T T T T T
=2 =1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

-2

I per trobar els punts fixos plantegem el sistema lineal

X 3 13 1\[x
= + - ,
y -1 2\1 4)/\y
que té solucié x = —14 1y = 8. Per tant, I'inic punt fix és el

(—14,8).

m '

Sabent que la transformaci6 afi T del pla transforma els punts

p=(-1,1), qg=(2,-2) 1 r=(-2,-2)
en els punts
T(pp=41, T@=(-147 1 T@r)=(-611),

trobeu I’expressio de T en la referéncia canonica.

. J

Solucio

La representacio sera de la forma

Aleshores tindrem que

(=) (5)=ema() 0 (W)=oea(5)

Si restem la segona igualtat menys la primera, obtenim que

(7e)=(5)
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De manera semblant, si restem la tercera menys la primera, tenim que
—-10 -1
=A .
10 -3
Per tant, la matriu A ha de complir que

A 3 -1 _ —-18 -10 .
-3 -3 6 10

D’aquesta igualtat és immediat aillar la matriu A,

-1
a1 10 3 -1\ _(-18 -10) 1 3 -1\ (-2 4
“\ 6 1w0/\-1 -3/ "\ 6 10/10\-1 -3) \-1 =3)°

Finalment, substituim la matriu A a la igualtat corresponent a T(—1,1) = (4, 1), és a dir,

(4)=5+(2 2)().
(H)=s+(5) 0 e=()-(2)=(73)

Per tant, la transformacio afi és la donada per

(-2 2)0)

m 3

Calculeu la representacio en la referéncia R’ = {(—1, 2); (2,1), (3,2)} de la transformacio afi
T de B representada en la referéncia canonica per

(5)-0)-( 2)6)

En primer lloc, 'expressié del canvi de referencia de la referéncia R’ a la referéncia canonica R, és

)=+ 2)0)

que, en termes de coordenades de les imatges, €s

| (0)=(3)+(2)0)
()20 206 2)C)C)

d’on resulta que

Solucio



()00 R R)0)6)
(2)0)=(2)G0)
0 i I (e 9 Y B By R i

Aixi doncs, la representacio de T en la referéncia R’ és

(9)=()+ (2 2)()

m '

Calculeu la representacio en la referéncia

és a dir,

o bé

I aixo equival a

R = {(1’ 2)’ (1’ 2)’ (2’ 1)}

del gir afi d’angle 37" al voltant del punt (1, —1).

Solucio

En primer lloc, ens ocupem del gir vectorial corresponent. Aixi, si notem o = %” tenim que

1 . ) 1
cos @ = —— 1 sIn o4 = —.

V2

Per tant, la matriu d’aquest gir vectorial en la base canonica €s

A= cosa —sina _ 1 (-1 -1
“\sina  cosa _\/5 1 -1/°

I llavors, mitjangant la formula del canvi de base

=

-1
(4. 3" c .8) — 2 (1. 5) c (.3

X' X X X'

k A'=CTlAC )

amb

podem obtenir la seva matriu en la base B':

w=cme=(L ) L( ) (1)
(3 203 )50 )
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D’altra banda, les coordenades del punt (1, —1) en la referéncia R’ surten de
1,-1)=(1,2) + x'(1,2) + y'(2,1)

0, equivalentment,
(0,-3)=x'(1,2)+y'(2,1).

Per tant, hem de resoldre aquest sistema lineal:

1 2] 0 (1 2|0
2 1]-3 “\o0 =3|-=3/"

Llavors, és clar que la seva solucio és x’ = =21y’ = 11, en conseqiiéncia, tenim que

(2)=(raals 2G)-C

és a dir, la representacié del gir afi en la referéncia canonica és

(W)-(508) el 2)6)

Siguin G el gir de 120° al voltant del punt (2, 3) i G, el gir de —30° al voltant del punt (1, —3).
(a) Trobeu la representacio en la referéncia canonica de la transformacio afi que consisteix

en aplicar primer G, i després G;.

(b) Representeu en qué es transforma el triangle de vértexs (5,1), (3,8) 1 (=2, —1).

(¢) Trobeu un punt fix de la transformacio afi.

Solucio

(a) En primer lloc, la representacié de G, en la referéncia canonica és

(5)-C)=3(3 DNG)-C-36m0) 53 22)6)

I, analogament, la de G, és

()00 (8 B0 05 5)0)

Per tant, si primer apliquem G, i després G;, tindrem la transformacio afi
u\ _ 1{6+3y3 L[t ~3\[1[ 5-3 L1 Y3 1 \[(x
v) 2\9-2y3) 2\ 3 -1 )|2\-5+3y3/) 2\-1 3)\y/|’

aue qued ()3 D)+ )0
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(b) Tenim, doncs, que la imatge del punt (5,1) és

(-2 2I0-5),

De manera semblant, els transformats dels punts (3,8) i (=2, —1) sén
(u) 1(-1+63 ( )(3)_1 ~17 + 64/3
v) 2\ 10-3 o/\8) 2\ 26-3
(u) 1(-1+6y3 ( )(—2) 1+6y3
v/ 2\ 10-3 1 o)\-1) 2\ 6-43

Aleshores, el grafic és

—_— R e e
-9 -8 -7 —6 -5 -4 -3 —&/{” 2 3 4 5 6 7 8 9
11

—2

-3

(c) Per trobar un punt fix de la transformacio afi plantegem el sistema lineal

()=3 0% )+ (5 7)),

743-11 . 5f+9
b

. Per tant, el punt fix és el

que té solucidé x =

1
ZC11+ 743,9 + 54/3).

Determineu la representacio en la referéncia canonica de la rotacio afi d’angle 37” al voltant
de la recta que passa pel punt (1, —1,2) i té vector director (0, —1, 0).

Solucio

En primer lloc, ens ocupem de la rotacioé vectorial corresponent.
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Donada la base {(0, —1,0)}, un possible vector ortogonal és el (1,0, 0) i fent el producte vectorial
de tots dos

>
1

J
1 0[=(0,0,1)

S O FU

obtenim la base ortonormal positiva

B’ ={(0,-1,0),(1,0,0),(0,0,1)} .
Aleshores, si notem o = 37", tenim que

cosa=0 i sina=-1.
Per tant, la matriu de la rotacio vectorial en aquesta base B’ és

1 1
A = cosa —sina | = 01
sina  cos o -1 0

I tenint en compte que la matriu de canvi de base és ortogonal, mitjangant la formula del canvi de
base

cl=ct , A , c
(%5, B,) (15, B") (35, B') (Y5, 8,.)
X X' X' X

k A=cACT =cAcC )

podem obtenir la seva matriu en la base canonica

01 0 1 01 0
A=CACl=CcAC'=|l -1 0 0 0 1]{-1 00
0 01 -1 0 0 01
0 01 0 -1 0 0 0 1
= -1 0 0 1 0 0= 010
0 -1 0 0 01 -1 0 O
En conseqliéncia, el transformat del punt (x, y, z) és
1 0 01 b 1
v |=|-1]+ 010 y|—-1-1
2 -1 0 O z 2

i la representacio en la referéncia canonica de la rotacio afi és

3 0 01 X
v |=| -2 |+ 010 y
1 -1 10 z

A T'enllag Exercici 27 us podeu descarregar un model 3D en Blender d’aquest exercici.


https://videos.rafelamer.com/blender/tema5/exercici-27.blend
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Trobeu la representaci(') en la referéncia canonica del moviment helicoidal consistent en una
rotacio d’ angle al voltant de la recta que passa pel punt (1,1, —1) i té vector director
(1,—1,0) i una translacm de vector (2,-2,0).

Solucio
Ens ocupem, en primer lloc, de la rotacid vectorial corresponent.

Es clar que un vector ortogonal al (1,—1,0) és el (0,0,1). Per tant, fent el producte vectorial de
tots dos

T Tk
1 -1 0|=(-1,-1,0),
0 0 1

obtenim que una base ortonormal positiva és

1 1
B'=4—(1,-1,0),(0,0,1), —(—1,-1,0)

V2 V2

I aleshores, si notem o = ST” tenim que
. 1
cosa =sina = —T.
2

Per tant, tenim que la matriu de la rotacio vectorial en aquesta base B’ és

1 1 L (V2 0 o
A = cosa —sina | = -2 Y2l=—| 0 -1 1
sina  cosa =Y =12 V2 0 -1 -1
I tenint en compte que la matriu de canvi de base és ortogonal, mitjancant la férmula del canvi de
base
cl=ct , A , C
(Y3, B,) (15,8 (3, B') (4, B.)
X X' X' X
k A=CACl=cAct j
amb
1 -1
1
C=—|-1 -11,

=)
(=)
&OO
o

obtenim la matriu en la base canonica

1 1 0 -1 1 V2 0 o ) 1 0 -1
A=CACl=cCcAcCt= -1 0 -1|—| o0 =1 1l=l-1 o0 -1
2{ o vz 0o)V2l 0 21 Z1)V2l 0 2 0

\/5 ] —1+42 -1-y2 2

1 1
1
1 1

—“1-+2 —1++2 2
. 0 =2 V2J)\-1 -1 o0

22 —\2 -2 =2

[\
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Per tant, el transformat del punt (x, y, z) és

—14+4v2 —1-+2 2\[/x 1 2
=[ 1|+—=[-1-v2 —1+2 V2 |||y |- +| -2
_1) 242 _\2 2 =2 z -1 0

ila representaci6 en la referéncia canonica del moviment helicoidal és

w\ 7+ 42 . 2-2 —2-2 2 X

v]|=z| —14+2 |+ —2=V2 2-y2 2 y
2 4

w -2 -2 -2 —2y2)\z

A T’enllag Exercici 28 us podeu descarregar un model 3D en Blender d’aquest exercici.

m )

Determineu si la transformacio afi T de B, que en la referéncia R" = {(0, —1); (3,1),(5,2)} té

representacio
u\ 1 18 29\ [ X
v J2 \—10 =16/’

és un gir afi i, en cas afirmatiu, determineu el centre i ’'angle de gir.

Solucio
En primer lloc, ens ocupem de la transformacio lineal associada a la transformacié afi T.
Com que la base B’ no és ortonormal, farem un canvi de base a la base canonica:
c1 ) A ) C
(%2, B,) (V2. B') (2, B') (2, B)
X X' X' X

k A=cAac! j

on

Per tant,

-1
a3 5\YL( 18 22\(3 s\ _1( 4 7\(2-5\_1/11
_IZﬁ—10—16 1 2 _\/5—2—3 -1 3_‘/5—11'
Llavors, com que la matriu en aquesta base és del tipus
a —-b
b a
amb a? + b? = 1, s’obté que és un gir vectorial, efectivament.

I com que la base canonica €s positiva, es té que

V2o
COSOC:7 1 Sin @ = —

S
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1 és, doncs, el gir vectorial d’angle
ke
a=—.
4
Per tant, T és un gir afi i podem determinar el centre de gir tenint en compte que és un punt fix:

()= 2)()

que, matricialment, es pot expressar
0
K

1 [18—y2 29
2\ -1 -16-42

I com que aquest sistema lineal és homogeni i clarament compatible determinat, la solucio és

x' =y = 0iel punt fix és el de coordenades (0, 0) en la referéncia R’, és a dir, el seu origen:

(0,-1).
. - i
Per tant, T és el gir afi d’angle x al voltant del punt

0,-1).

m '

Determineu si la transformacio afi T de B, que en la referéncia canonica té representacio

€s una rotacio afi o un moviment helicoidal i, en cas afirmatiu, trobeu un punt i el vector
director de la recta de gir, 'angle de gir i, si és necessari, el vector de translacio.

Solucio
En primer lloc, ens ocupem de la transformacio lineal associada a la transformacio afi T.

Per veure si és una rotacié només cal comprovar que aquesta matriu A és ortogonal

010 0 -1 0 1 00
AA=(-1 0 0][1 o o0|=(0 10
0 01 0 01 0 01
1 que el seu determinant és 1
0 -1 0
1 0 0|=1.
0 01

Llavors, els vectors de I’eix de rotacio son els que verifiquen que

—
]
= < ®
I
o< x
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és a dir,
-1 -1 0 b 0
1 -1 0]ly]=|o0
0 0 0 X 0
o, el que és el mateix,
-1 -1 00 -1 -1 0]o0 Cx—y=0 =0
1 -1 0|0 ~ 0 -2 01]0]; =
0 00 0 0 0]0 —2y=0 y=0

Fy~F+F,

Per tant, el vector de gir és el (0,0, 1).

A més, tenim que
traga T —1 _1-1

2 )
I prenent el vector (1,0, 0) per exemple, tenim que la seva imatge ve donada per la primera columna
de la matriu A i és, doncs, (0,1, 0). I com que

=0.

Cos ax =

01
0 0 =1>0,
1 0

oS = O

es té que sin a > 01, en conseqiiencia, I’angle de gir és
a=—.
2

Per tant, és una rotacio afi o un moviment helicoidal.

I per determinar quin dels dos ¢s, plantegem 1’equacio

-1 0 -1 O X X 0
31+11 o ofly]=|ly]|+BlO
0 0 01 z z 1

que, matricialment, es pot expressar

-1 -1 0] 1 -1 -1 0] 1
1 -1 0|-3 ~ 0o =2 0| -2,
0 00| B/, .o\ O 00]§

que és compatible quan
g=0,

la qual cosa significa que es tracta d’una rotacio afi. I, a més, les solucions son x = =2,y =1iz
qualsevol i podem agafar el punt (—2, 1, 0) per exemple.

T
Tenim, en definitiva, que T és la rotaci6 afi d’angle > al voltant de la recta amb equacié vectorial
(x,v,2) = (2,—1,0) + A(0,0,1).

A T’enllag Exercici 30 us podeu descarregar un model 3D en Blender d’aquest exercici.


https://videos.rafelamer.com/blender/tema5/exercici-30.blend
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'_m 3

Determineu si la transformacio6 afi T de B que en la referéncia canonica té representaciod

3 01 0\ /x
v |=10)+[{0 0O 1|y
1 1 0 0/\z

€s una rotacio afi o un moviment helicoidal i, en cas afirmatiu, trobeu un punt i el vector
director de la recta de gir, I'angle de gir 1, si €s necessari, el vector de translacio.

\. y

Solucio
En primer lloc, ens ocupem de la transformacio lineal associada a la transformaci6 afi T.

Per veure si T és una rotacié només cal comprovar que aquesta matriu A és ortogonal

0 01 010 1 0 0
AlA=[1 0 0 0 0 1]=1010
010 1 00 0 01
i que el seu determinant és 1
010
0 0 1|=1.
1 00
Llavors, els vectors de I’eix de rotacio son els que verifiquen que
010 X x
0 01 yi|=ly]l,
1 00 X X
és a dir,
-1 1 O X 0
0 -1 1]ly]=1o
1 0 -1 X 0
o, el que és el mateix,
-1 1 00 -1 1 0]0 -1 10
0 -1 1(0 ~ 0 -1 10 ~ 0 -1 1|0];
1 0 -1(0 0 1 =10 0 0 0|0
F3~F+F3 F3~F+F;
-x+y=0

—> X=y=2z.
—y+z=0}

Per tant, una possible solucié és x = y = z = 1 i el vector de gir és el
(1,1,1).

A més, tenim que
tracaT—1 0-1 1

Cos o = B D) o
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I prenent per exemple el vector (1, 0,0), tenim que la seva imatge ve donada per la primera columna
de la matriu A i és, doncs, (0,0,1). I com que

1 10
1 0 0|=-1<0,
1 01

es té que sin a < 01, per tant, ’angle de gir és

_47T
a = 3

Per tant, és una rotacio afi o un moviment helicoidal.

I per determinar quin dels dos és, plantegem 1’equacio

3 01 0 X b 1
O]+l 0 0 1 y]=|y|+B]|1
1 1 00 z z 1
o sigui,
-1 1 0|B-3 -1 1 0| -3 -1 1 0| -3
0 -1 1 B ~ 0 -1 1 B ~ 0o -1 1 B
1 0 -1|8-1 FynF 4+ Fs 0 1 -1|28-4 FynFytF, 0 0 0|/38—-4

I aquest sistema €és compatible si, i només si,
4
F=7.

Per tant, en ser aquest valor no nul, obtenim que es tracta d’'un moviment helicoidal.

Llavors, pel valor § = % d’abans queda

-1 1 0|-=53
0 -1 1| 43|,
0 00 0

que té solucié x = z + %, y=z-— % amb z qualsevol. Per tant, un punt p i el vector p f(p) soén,
respectivament,

4 1 .4
(—,——,1) i —(1,L1).
33 3

oy . . . . 47
En conseqiiencia, T és el moviment helicoidal consistent en una rotacié d’angle Y al voltant de la
recta d’equacid continua

3 3
1 una translaci6 de vector ;-‘(1, 1,1). A I’enllag Exercici 31 us podeu descarregar un model 3D en
Blender d’aquest exercici.
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Diagonalitzacio

6.1 Diagonalitzacio

'_m \

Analitzeu si la matriu
1 -1
A=
1 1

és o no diagonalitzable i, en cas afirmatiu, diagonalitzeu-la.

Solucio

El polinomi caracteristic és

1—-x -1
1 1—x

‘z(l—x)2+1=x2—2x+2.

Llavors, les seves solucions son

2+4—8 2++—4 2+2i {1+i;
X = = = =
2

2 2 1—i.

I com que té arrels complexes, es dedueix que la matriu no ¢és diagonalitzable sobre els reals.

m '

Analitzeu si la matriu
0o -2
A=
2 4

¢€s o no diagonalitzable i, en cas afirmatiu, diagonalitzeu-la.

Solucio

El polinomi caracteristic és

-x =2

=—x(4—x)+4=x>—4x+4.
2 4—x ( )

145
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Llavors, les seves solucions son

X

_41\/16—16_41\/6_{2;

2 2 2.

I com que el valor propi és doble, es dedueix que no és diagonalitzable per no ser multiple de la
identitat.

m B

Analitzeu si la matriu segiient és diagonalitzable

()

i, en cas afirmatiu, expresseu-la en funcié de la matriu diagonal i de la de canvi de base.

Solucio
El polinomi caracteristic és

.3—x 4

=@B-x)(1-x)—8=x>—-4x+3—-8=x*>—4x-5.
2 1—x

LLavors, les seves solucions son

_ 4£16+20 _41@_{5;

2 2 —1.

X

I com que els valors propis son simples, es dedueix que la matriu si és diagonalitzable. I tenim:

(=2 4o 2 4
S50, 4o =\ 0o

Per tant, els vectors son de la forma

0
0

); =2x+4y=0 = x=2y.

) =2y,y) =y(2,1)

i una base de Ss €s {(2,1)}.

g . [4 4]0 4 4
- 0 “\o o

2 2
Per tant, els vectors sén de la forma

0
0

); 4x+4y=0 — x=-y.

(x,y) = (=y,y) =y(-1,1)

iuna base de S_; és {(—1, 1)}. I, en conseqiiéncia,

(3-C 06
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Analitzeu si la matriu

1 11
A=|10 1 0
0 01

¢és o no diagonalitzable i, en cas afirmatiu, diagonalitzeu-la.

Solucio

El polinomi caracteristic és
0 1-x 0 |=@0-x)3.
I com que el valor propi és triple i la matriu no és multiple de la identitat, no és diagonalitzable.

Analitzeu si la matriu

-2 5 -1
A=|-1 4 1
4 -3 3

¢s o no diagonalitzable i, en cas afirmatiu, diagonalitzeu-la.

Solucio

En primer lloc, el polinomi caracteristic és

—2—-Xx 5 -1 —1—x 1+x 0 —1—x 0 0
-1 4-x -1 =| -1 4-x -1 =| -1 3-x -1
4 -3 3—x Fi~F\_F, 4 -3 3—x i, 4 1 3-x

—3-x -1 5 5

=(-1-x) ) 3 =—(x+1D[B=-x)?+1] = =(x + 1)(x* — 6x + 10).

Llavors, les solucions del darrer terme sén

L _6EV36-40 64

2 2

I com que té arrels complexes, es dedueix que la matriu no és diagonalitzable sobre els reals.

Analitzeu si la matriu

-1 3 12
A= 1 2 -3
-1 1 6

¢és o no diagonalitzable i, en cas afirmatiu, diagonalitzeu-la.
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Solucié
Comencem calculant el polinomi caracteristic:

-1-x 3 12
1 2—-x -3 |=(-1-x)2-x)(6—-x)+9+12+12(2—x)+3(-1—x)—3(6—x)
-1 1 6—Xx

=—x34+7x2—-4x—-12+94+12—-12x+24—-3x -3 +3x—18 = —x> + 7x2 — 16x + 12.

Trobem la primera arrel amb la regla de Ruffini i les altres dues resolent ’equacié de segon grau
obtinguda:

—5+y25-24 —5%y1 -5x1 |3;
=== - =

— f— X =
2 2 10 -12 — — S

Calculem primer la dimensié de S, per saber si és diagonalitzable. Tenim:

-3 3 120 -3 3 120
S| 10 =3]0 ~( 03 3|0
-1 1 4|0/pesmer, \ 0 0 00

En conseqiiéncia, com que el rang de la matriu anterior és 2, es té que
dimS,=3-2=1

1, com que el valor propi era doble, es dedueix que la matriu no és diagonalitzable.

m B

Analitzeu si la matriu

1 6 6
A= 2 3 4
-2 -5 -6

¢és diagonalitzable i, en cas afirmatiu, trobeu la matriu diagonal i la matriu de canvi de base.

Solucio
En primer lloc, el polinomi caracteristic és

1—x 6 6
2 3-—x 4 =1 -x)3—x)(—6—x)—60—48 +12(3 — x) + 20(1 — x) — 12(—=6 — x)
-2 -5 —6-—x
= (3 —4x + x?)(—6 — x) — 108 + 36 — 12x + 20 — 20x + 72 + 12x
=—-184+21x—2x2—x34+20—-20x = —x3 —2x> + x + 2.

Trobem la primera arrel amb la regla de Ruffini i les altres dues per la férmula de ’equacioé de
segon grau:
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Per tant, els valors propis sén 1, —1 1 —2. I en ser tots tres simples, es dedueix que la matriu és

diagonalitzable. I tenim:

0 6 60 2 2 410
ss:| 2 2 4fo ~ 0 6 6|0
-2 -5 =710 FLoF, -2 -5 =710 FymFytFy
2 2 410 2 2 410
0 6 60 ~| 0 6 6|0];
0 -3 -3]|0 Fym2Fy4F) 0 0 0]0
2x+2y+4z=0 2x+2(—z)+4z=0 xX=-z
=
6y +6z=0 y=-z
Per tant, els vectors sén de la forma
(x,y,2) = (—2z,—2z,z) = z(-1,-1,1)
iuna base de S; és {(—1,—1,1)}.
2 6 60 2 6 6|0 2 6 6|0
S_;: 2 4 410 ~| 0 2 2|0 ~{0 2 2|0];
-2 -5 —-5|0 ~— 01 1]0 0 0 0|0
F1~23~1€ 2++Fl 1 F3~2F;—F,
2x+6y+6z=0 2x+6(—z)+6z=0 x=0
= = )
2y+2z=0 y=-z =—z
Per tant, els vectors sén de la forma
(x,y,z) =(0,—z,2) = z(0,—1,1)
iuna base de S_; és {(0,—1,1)}.
3 6 60 3 6 6|0 3 6 6|0
S,:|l 2 5 4lo0 ~(0 3 0|0 ~({0 -3 0|0 ];
—2 =5 —410/Fr ~3F,-2F 0 -3 010 0 0(0
Fa~3Fat2F) F3~F3+F,
3x+6y+6z=0 3x+6z=0 X =-2z
3y=0 y=0 y=0

Per tant, els vectors sén de la forma

(x,y,2) = (-22,0,z) = z(—2,0,1)

iuna base de S_, és {(—2,0,1)}. I, en conseqiiéncia,

-1 0 -2 1
C=|1-1 -1 0 i D= -1
1 1 1 -2
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m )

Analitzeu si la matriu segiient és diagonalitzable

1 -2 -1
A== -1 0 -1
-1 -2 1

1, en cas afirmatiu, expresseu la matriu diagonal en funcié de la matriu A i de la de canvi de
base.

Solucio

En primer lloc, el polinomi caracteristic és

lh—x -1 =1p -1-x -1 =1 -1-x -1 =1h

~1h —x =1 =l-1-x —-x =1 =| 0 1-x 0

-1 -1 1lph—x —1-x -1 Y—x|pF— 0 0 1—x
/2 /2 Cy~Cy+Cy+Cs /2 %N%_E

=—(x+1)(x—1)>.
Per tant, tenim el valor propi doble 1 i el valor propi simple —1.

Calculem primer la dimensi6 de S; per determinar si €s diagonalitzable. Tenim:

1 -1 -2 =110 -1 -2 =110
Syt 3 -1 -2 =110 ~ 0 0 0|0
-1 -2 -1|0/F,~F,-F, 0 0 0|0

3~F3—F;

I com que el rang d’aquesta matriu és 1, es té que
dimS; =3-1=2

i la matriu és, doncs, diagonalitzable. Aleshores, resolent el sistema anterior, queda x = —2y — 2z,
d’on

(x,y,z) = (-2y — 2z,y,z) = y(—2,1,0) + z(—2,0,1)
iuna base de S; és {(-2,1,0),(-2,0,1)}.

1 3 =2 -1]0 3 =2 -1]0 3 =2 -1]0
S_1:§—1 2 =110 ~[0 4 —-4]0 ~[0 4 —-410];
-1 -2 3|0/F,~ 0 -8 8|0 0 0 0|0
Ejgﬂgi F3~F3+2F,
3x—2y—z=0 3x—2z—-2z=0 xX=2z
—> —
4y —4z=0 y=z y=z

Per tant, els vectors son de la forma
(x,y,2)=(z,2,2z) = z(1,1,1)
iuna base de S_; és {(1,1, 1)}. I, en conseqiiéncia,

-1
1 -2 =21 5 =2 2 -2 =2
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Analitzeu si la transformacio lineal T de V5 que en la base canonica té la matriu associada
segiient és o no diagonalitzable i, en cas afirmatiu, diagonalitzeu-la:

A:G -1).

Solucio

El polinomi caracteristic és

2—x -1

p(x)=‘ 14—

x‘=(2—x)(4—x)+1=x2—6x+8+1=x2—6x+9.

Llavors, les seves solucions son

x_6i\/36—36_6i\/6_{3;

2 2 3.

Per tant, no és diagonalitzable per tenir valor propi doble i no ser la matriu multiple de la identitat.

m '

Analitzeu si la transformacio lineal T de V5 que en la base B' = {(2,—3),(1,4)} té matriu
associada segiient és o no diagonalitzable i, en cas afirmatiu, diagonalitzeu-la:

A’:(1 _3>.
1 2

Solucio

El polinomi caracteristic s

p(x) =

1—-x =3
1 2—Xx

‘=(1—x)(2—x)+3=x2—3x+2+3=x2—3x+5.

Llavors, les seves solucions son

_3x49-20 3x4/-11

B 2 2

I com que les arrels sobn complexes, s’obté que la transformacio lineal no és diagonalitzable.

m R

Analitzeu si la transformacio lineal T de V5 que en la base canonica té la matriu associada
segiient és o no diagonalitzable i, en cas afirmatiu, diagonalitzeu-la:

a8 )

X

Solucio

El polinomi caracteristic és

p(x) =

1—x 2
3 2 -

‘=(1—x)(2—x)—6=x2—3x+2—6=x2—3x—4.
X
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Llavors, les seves solucions son

X

_31\/9+16_3i\/ﬁ_14;

2 2 —1.
I com que els valors propis son simples, es dedueix que la matriu si és diagonalitzable.

Calculem els vectors propis:

-3 210 -3 2|0 2
S4:< 3 5 0) :( 0 0 0); —3x+2y=0 = x=?y.
- Fy~Fy+F;
Per tant, els vectors son de la forma
2y 2
) =5 = 5 1
(x,y) ( 3 y) y( 3 )
iuna base de S, €s {(%, 1)} obé{(2,3)}
2 2|0 2 2|0
S_1:(3 3 0) z(o 0 0); 2x+2y=0 = x=-y.
Fy~2F,—3F;

Per tant, els vectors sén de la forma

(x’y) = (_y’y) = J’(—L 1)
iuna base de S_; és {(—1,1)}.

En conseqiiencia, T diagonalitza en la base de vectors propis

{(27 3)’ (_1’ 1)}

1 té matriu asociada diagonal en aquesta base

D=(4 _1).

m 3

Analitzeu si la transformacio lineal T de V4 que en la base canonica té la matriu associada
segiient és o no diagonalitzable i, en cas afirmatiu, diagonalitzeu-la:

—3 -3 -2
A= 8 7 4
-4 -3 -1

Solucio

El polinomi caracteristic és

p(x) = 8 7—x 4
-4 -3 -1-x

=(-3—-x)(7—x)(-1—x)+48+48 —8(7—x)+12(—=3 — x) + 24(—1 — x)
=—x3+3x2+25x+21+40—28x—60 = —x>+3x2—3x+1.

La primera arrel la trobem pel métode de Ruffini i les altres dues resolent I'equacio de segon grau
obtinguda:
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1 -1 2 -1 X
‘—1 2 -1 o

2k 4-4 |1,
==

1.

Per tant, no és diagonalitzable per tenir valor propi triple i no ser la matriu multiple de la identitat.

Analitzeu si la transformacio lineal T de V4 que en la base canonica té la matriu associada
segiient és o no diagonalitzable i, en cas afirmatiu, diagonalitzeu-la:

1 0 1

A=| -6 3 -7

-2 0 -1

Solucio
El polinomi caracteristic és
1-x 0 1 1—x 1
x)=| -6 3- -7 |=GB-x
pCx) x -0 .
-2 0 —-1-—x

=@B-x)[0=-x)(-1=-x)+2]==(x=3)(x*+1).
I les solucions del darrer terme soén

x_Oi\/0—4_Oi\/—_4
- 2 2

Llavors, el polinomi caracteristic té arrels complexes i, per tant, la transformacio lineal no és
diagonalitzable.

Analitzeu si la transformacio lineal T de V5 que en la base B" = {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} té
la matriu associada segiient és o no diagonalitzable i, en cas afirmatiu, diagonalitzeu-la:

-2 0 0
A=|-40 -1
21 2

Solucio

El polinomi caracteristic és

-2-x 0 0
px)=| -4 —x -1 |=(-2-x)
-2 1 2—x

=(2—-x)[-xQ2—x)+1] = —(x +2)(x* —2x + 1).

—-x -1
1 2—x

I les solucions del darrer terme soén

_2+\4—4 2x40 [1;
==

X

2_1.
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Per tant, tenim el valor propi doble 1 i el valor propi simple —2.

Comencem calculant la dimensio de S; per saber si és diagonalitzable:

-3 0 010 -3 0 0]0 -3 0 010

S;:1 -4 -1 -1]0 ~ 0 -3 =-3|0 ~ 0 3 3|0

-2 1 1{0/F <3F,—4F 0O 3 3|0 0 0 0|0
F§~3F§—2F1 F3~F3—F,

I com que el rang és 2, es té€ que

dim S, =3-2=1

1, en conseqiiéncia, la transformacio lineal no és diagonalitzable.

m B’

Analitzeu si la transformacio lineal T de V4 que en la base canonica té la matriu associada
segiient és o no diagonalitzable i, en cas afirmatiu, diagonalitzeu-la:

1 =i il
A=|-8 —6 -3
8 8 5

Solucio

El polinomi caracteristic és

1-x -1 -1
-3

8 8 5—x
A-x)(—6—x)(5—x)+24+64+8(—6—x)+24(1 —x)—8(5—x)
=—x34+31x—30+24+64—8x —48 —24x+24+8x —40=—x3+7x — 6.

I
|
%
|
o
|
=

p(x)

La primera arrel la trobem pel métode de Ruffini i les altres dues resolent I'equacio de segon grau
obtinguda:

11424 12425 1x5 |2
= = ===

2

Per tant, els tres valors propis son simples i, en conseqiiéncia, la transformacio lineal és diagonalit-
zable.
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Calculem els vectors propis:

0O -1 —-1]0 -8 -7 =310
S :| -8 =7 =310 ~ 0o -1 -1|0
8 8 4fo/. .\ 8 8 4fo/ .
8 8 410 8 8 410
~l0 -1 —-1]0 ~l0 -1 —-1|0];
0 1 1|0 FymFyt 0 0 00
z
8x+8y+4z=0 8x +8(—z)+4z=0 X ==
= = 2 1.
_y_Z=0 y=-z y=-z
Llavors
(x z)—(E —z z)—z(1 -1 1)
7y7 - 2’ ’ - 2’ b
i una base de S; €s {(%, —1,1)} o, equivalentment, {(1, —2,2)}.
-1 -1 -1{0 -1 -1 -1{0 -1 -1 -1{0
S, | -8 -8 =310 o 0 0 5|10 o 0 0 5/0];
8 8 3[0/persr, \ 0 0 —5|0 0 0 o0f0

F3~F3+8F] F3~F3+F;

—-x—=y—z=0 —-x—-y=0 x=-y
——3 —— .
5z=0 z=0 z=0
Per tant, els vectors sén de la forma

(x,y,2) = (=»,,0) = »(-1,1,0)

iuna base de S, és {(—1,1,0)}.

4 -1 =110 4 -1 -1|0 4 -1 -1|0
S;: | -8 =3 =310 ~l0 =5 =50 ~|l0 =5 =5|0];
8 8 8|0/F,~ 0 10 100 0 0 010
ety Fy~F342F,
4x —y—z=0 4 —(—z)—z=0 x=0
—5y—5z=0 y=-z y=-z

Per tant, els vectors sén de la forma
(x,¥,2) = (0,~z,2) = z(0,-1,1)
iuna base de S_; és {(0,—1,1)}.
En definitiva, T diagonalitza en la base de vectors propis
B' ={Q1,-2,2),(-1,1,0),(0,—1,1)}

1 té matriu associada diagonal en aquesta base
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Analitzeu si la transformacio lineal T de V5 que en la base B" = {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} té
la matriu associada segiient és o no diagonalitzable i, en cas afirmatiu, diagonalitzeu-la:

1 -2 4
A=-4 3 -8
-2 2 =5

Solucio

El polinomi caracteristic és

px)=| -4 3—-x -8
-2 2 —5-—x
=1-x)B—-x)(-5—x)—32-32+8B—-x)+16(1 —x) —8(—5—x)
=—x3—x2+17x—15—-32—-32+4+24—8x+16—16x+40+8x=—-x3—x2+x+1.

La primera arrel la trobem pel métode de Ruffini i les altres dues resolent I'equacio de segon grau
obtinguda:

1 -1 -2 -1 X

_2xy4a-4 |-1;
===

-1.

Per tant, els valors propis de la transformacio lineal sén 1 (simple) i —1 (doble).

Comencem calculant la dimensi6 de S_; per saber si és diagonalitzable:

2 =2 410 2 =2 410
S,:| -4 4 -8]0 ~10 0 0}0
-2 2 =410 /F~F+FF \0 0 0|0

F3~F1+F3

I com que el rang és 1, es té que
dimS_;=3-1=2

1, en conseqiiéncia, la transformacié lineal és diagonalitzable.
Llavors, resolent I’anterior sistema lineal tenim:
2x'=2y'+4z' =0 = x' =y -27

iesté que

(x,y,z')=(0"-22,y,2') = y'(1,1,0) + 2'(-2,0,1).
Per tant, una base de S_; ¢s la formada pels vectors de components (1,1,0) 1 (—2,0, 1) en la base
B’

1(1,0,0) +1(1,1,0) + 0(1,1,1) = (2,1,0) i  —2(1,0,0)+0(1,1,0) + 1(1,1,1) = (-1,1,1).
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I ara fem el mateix amb S_;:

0o -2 410 —4 2 —-810
S —4 2 -810 ~ 0o -2 410
-2 2 —6|0 -2 2 —610
F2<—>F1 F3~2F3—F1
-4 2 -8]o0 -4 2 -8]o0
~ 0o -2 410 ~ 0 -2 410 |;
0 2 —410 FymFstF, 0 0 0(0
—4x' =2y’ —=8z' =0 —4x' —4z' —8z' =0 x' =3z
—-2y'+4z' =0 y =2z y =2z

Per tant, es té que
(x'.y',2") = (32',22',2') = 2'(3,2,1)

i una base de S, és la formada pel vector de components (3,2,1) en la base B’:
3(1,0,0) +2(1,1,0) + 1(1,1,1) = (6,3,1).
En definitiva, T diagonalitza en la base de vectors propis
B" ={(2,1,0),(-1,1,1),(6,3,1)}

1 té matriu associada diagonal en aquesta base

'_m 3

1
A=|2 1
1 -1

i diagonalitza en la base B’ = {(2, -2, -1),(2,—-1,-1),(1, —2, —1)}. Determineu els coefici-
ents a, b i ¢ i la matriu diagonal corresponent.

Solucio

La matriu diagonal sera de la forma

w)
Il
o o '
o™ o

0
0
14
I la matriu del canvi de base de la base B’ a la base canonica és

2 2 1
c=[-—2 -1 -2
-1 -1 -1
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Aleshores s’ha de complir que A = CDC™!

1 2 a 2 2 1 a 0 0 2 2 1
2 1 b|=|-2 -1 -2 0 B O -2 -1 =2
1 -1 ¢ -1 -1 -1 0 0 vy -1 -1 -1
o, el que és el mateix, AC = CD:
1 2 a 2 2 1 2 2 1 a 0 0
1 b -2 -1 -2 )|=1-2 -1 -2 0 5 0],
1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 0 0 y
és a dir,
—-2—-a -a -3-a 2 28 vy
2-b 3-b -b = -2a —-B -2y
4—c 3-c 3-c -a —p -y

que, igualant coeficients, es converteix en el sistema lineal

—2—-a=2a
2—b=-2a
4—c=—-a

—a=28
3-b=-8 ¢,
3—c=-0

—3—a=y

—b=-2y
3—c=-y )

la solucié del qualésa=—-6,b=6,c=6,a=2,8=31iy =3.
Per tant, tenim que els coeficients de la matriu son
a=-6, b=6 1 c=6;

i la matriu diagonal,

S O N
S w O
w O O

La transformacio lineal diagonalitza en la base B’ = {(-1,—1,-1),(1,2,1),(2,1,1)}, 1 el
vector (—3,—1, —2) es transforma en el vector (—4,0, —2). Trobeu la representacié de T en
la base canonica.

Solucio

La matriu diagonal sera de la forma

w)

I
© o 8]
o™ o
< o o
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1 la matriu del canvi de base de la base B’ a la base canonica és
-1 1 2
C=1-1 21
-1 11

Aleshores s’ha de complir que A = CDC™!, és a dir,

-1 1 2 a 0 0 -1 1 2
A=1-1 2 1 0 8 0 -1 2 1
-1 1 1/\o o y/\-111
o, el que és el mateix,
—-a f 2y 11 -3 —a+2y —a+f 3a—-p-2y
A=|—-a 28 vy 01 -1]|=| —a+y —-a+28 3a—-28-y
- B vy 1 0 -1 —a+y —a+f 3Ba-F-y

Finalment, com que el vector (—3,—1,—2) es transforma en el vector (—4, 0, —2), es compleix que

—a+2y —a+p 3a—-p-2 -3 —4

—-a+y —a+28 3a-28-y || -1]|=| 0],
—a+y —a+p 3a-p-y -2 -2
¢s a dir,
20+ -2y=—4
—2a+2—-y=0
—20+pB-y=-2
Ara resolem aquest sistema d’equacions pel métode de Gauss:
-2 1 -2|-4 -2 1 -2|-4
-2 2 -1 0 ~ 01 1 41,
2 1 -1|-2)ker-r, \ 0 0 1] 2

3~F3—Fp
d’on és immediat que « = 1, 8 = 21y = 21 que, en substituir a la matriu A, obtenim que la

representacié de T en la base canonica és

u 31 -3 X
v]=(1 3 =3 y
w 1 1 -1 z

6.2 Diagonalitzacio ortogonal

Donada la matriu simeétrica

5 =2 2
A=|-2 2 4],
2 4 2

(a) diagonalitzeu-la i expresseu la matriu diagonal en funcid de la matriu A i de la matriu

de canvi de base;
(b) diagonalitzeu-la ortogonalment i expresseu la matriu diagonal en funcié de la matriu A

i de la matriu ortogonal de canvi de base.
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Solucio

(a) En primer lloc, com que la matriu és simétrica llavors és diagonalitzable.
Els valors propis surten del polinomi caracteristic:

5—-x =2 2
px)=| =2 2—-x 4
2 4 2-—x
=(5-x)(2-x2—-16-16—-42—x)—4(2—x)—16(5—x)
=(5—x)(4—4x+x?)—32—8+4x —8+4x — 80 + 16x
= —x3 + 9x? — 24x + 20 — 128 + 24x
= —x3 +9x% - 108.

Calculem la primera arrel d’aquest polinomi mitjancant la regla de Ruffini i les altres per la formula

de I’equaci6 de segon grau:

-1 9 0 -—108
—12++144—-144 -12++0 -12+0 |6;
-3 3 -36 108 x= = = =
-2 -2 -2 6.
-1 12 =36 0

Per tant, tenim el valor propi doble 6 i el valor propi simple —3.

Calculem els vectors propis:

-1 -2 2|0 -1 -2 210
Se:| -2 —4 4]0 ~ 0 0 0|0]; —Xx=2y+2z=0 = x=-2y+2z.
2 4 —-40/F,~F,—2F 0 O0O0|O0

Per tant, els vectors sén de la forma
(x,y,z) = (=2y + 2z,y,z) = y(—2,1,0) + z(2,0,1)
i una base de S¢ és {(—2,1,0),(2,0,1)}.

I el vector propi de valor propi —3 el podem calcular fent el producte vectorial dels dos vectors

anteriors:
17k
-2 1 0|=Q,2,-2).
2 01

Tenim, doncs, que
{(=2,1,0),(2,0,1),(1,2, —2)}

és una base de vectors propis i, per tant, la matriu diagonal i la matriu de canvi de base son,
respectivament,
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Finalment, obtenim que D = C~AC:

-1
6 -2 2 1 5 =2 2 -2 2 1
6 = 1 0 2 -2 2 4 1 0 2
-3 01 -2 2 4 2 01 -2

(b) Com que la matriu és simétrica, sabem que és ortogonalment diagonalitzable.

I com que els vectors que formen la base de Sg no s6n ortogonals hem d’aplicar el métode de
Gram-Schmidt:
0, = (=2,1,0);
(2,0,1)-(-2,1,0)
(-2,1,0) - (-2,1,0)
Per tant, normalitzant aquests vectors, obtenim que

1 1
_(_2’ 17 0)7 - —
Vs 3¢5
és una base ortonormal de vectors propis i, en particular, que la matriu diagonal i la matriu
ortogonal de canvi de base son, respectivament,

6 -6 2 45
, 1
D= 6 i P 3 4 245

-3 3V 0 5 —2¢5

Finalment, obtenim que D = P~!AP = P'AP:

0, =(2,0,1) —

4 1
(-2,1,0) =(2,0,1) + g(—Z, 1,0) = 5(2, 4,5) ~ (2,4,5).

1
(2’ 47 5)’ g(la 2’ _2)

6 62 5\]/ 5 -2 2 -6 2 45
1 1
3 4 25 -2 2 4)—| 3 4 2¢5].

-3 3‘/505—2\/3 2423‘/505—2\/5

Diagonalitzeu ortogonalment la transformacio lineal T de V5 que en la base canodnica té la

matriu associada

S = O

1
0
0

N O O

Solucio

En primer lloc, com que la matriu associada A en la base canonica —que €s ortonormal- és simétrica,
podem afirmar que la transformacio lineal T és simétrica 1, en conseqiiéncia, que diagonalitza en
base ortonormal.

Comencem calculant els valors propis, que son les arrels del polinomi caracteristic:

—-X 1 0 X 1
= — =2_
p@=| 1 —x ol=@-0| ] _
0 0 2—x

2 (simple);
=Q2-x)(x*-1)=—(x—2)(x—1D(x+1) {1 (simple);
—1 (simple).
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Llavors els vectors propis respectius son:

-2 1 0/0 -2 1 0]0 2x+y=0
S, 1 =2 0|0 ~ 0 -3 0]0]; 3 0 x=y=0
—_— y —
0O 0O FynFy42F, 0 0|0

Per tant, els vectors sén de la forma
(x,y,2z) =(0,0,2) = z(0,0,1)

iuna base de S, és {(0,0,1)}.

-1 1 0}0 -11 0}o0 -11 0}0
S ;|1 1 -1 o0}o0 ~l 0 0 O0}0 ~l 0 0 —-1|0],;
0 0 -1|0 0 0 -1|0/F,~ 00 0]O0
Fy~Fy+F, %N%
—-x+y=0 XxX=y
= .
—z=0 z=0

Per tant, els vectors sén de la forma
(x,y, Z) = (y’y’ 0) = y(la 1’0)
iuna base de S; és {(1,1,0)}.

I el vector propi de valor propi —1 el podem calcular fent el producte vectorial dels dos vectors
anteriors:

~

=(~1,1,0).

- o
— O
S = JU

Per tant, com que ¢ls vectors anteriors sén ortogonals per ser de valor propi diferent formen ja una
base ortogonal i, normalitzant-los, obtenim la base ortonormal i la matriu diagonal respectives

1 1
0,0,1), —(1,1,0), —(-1,1,0 i 1
(0,0,1) \/5( ) \/5( ) i

m '

Diagonalitzeu ortogonalment la transformacio lineal T de 15 que ve definida per la matriu

A =

NN O
N O N
S NN

enla base B’ = {3(2,2,-1),3(2,-1,2), 3(~1,2,2)}.

Solucio

En primer lloc, com que la base B’ és ortonormal i la matriu associada A en aquesta base és simétrica,
podem afirmar que la transformacioé lineal T és simétrica 1, en conseqiiéncia, que diagonalitza en
base ortonormal.
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Els valors propis surten del polinomi caracteristic:

—X 2 2 4—x 2 2 1 2 2
px)=| 2 —-x 2 =l4—-x —x 2|=@A-x)|1 —-x 2
2 2 —x 4—x 2 —x 1 2 —X|F,~F,—
C1~C1+Cy+C5 £§~1€§—£i
v 2 _ [~2 (doble);
=(4-x)|0 —x-2 0 =(4—-x)(x+2)" 1 )
0 0 —x—2 |4 (simple).

Calculem els vectors propis:

2 2 210 2 2 210
S,:12 2 2|0 ~[0 0 0[0]; 2x'+2y'+22/=0 = z'=-x'"-Y.
2 2 2|0/Fp,~F,-F, 0 0 0|0

F3~F3—F)
Per tant, els vectors sén de la forma
(xlyyla Z,) = (xlyyla _x, - y,) = x’(l, 0’ _1) + y'(O, 15 _1)

1 obtenim els vectors de components (1,0,—1) i1 (0,1,—1) en la base ortonormal B’, és a dir, els
vectors

1 1 1 1
1-322,-D)-1-3(-122)=(1,0-1) i 1-3(2-12)-1-3(-1,22)=(,-10).
Aleshores, aplicant el métode de Gram-Schmidt als vectors propis de S_, tenim:
U, = (1,0,-1);
(1,-1,0)- (1,0, -1)
(1,0,-1)-(1,0,-1)

I com que el vector propi de valor propi 4 ha de ser ortogonal a aquests, fem el seu producte

) 1 1
U2 = (1’ _1’0) (1a Oa _1) = (1a _1a 0) - 5(1’ Oa _1) = 5(1a —2, 1) = (1a _2a 1) .

vectorial: R
T T k
1 0 —-1|=(-2,-2,-2)~(1,1,1).
1 -2 1

Per tant, normalitzant tots tres vectors, tenim la base ortonormal i la matriu diagonal respectives

1 1 1 } , =2
—(1,0,-1), —(1,-2,1), —(1,1,1) i -2
V2 3 V3

m '

La matriu en la base B" = {(1,0, 1),(1,1,0),(1,2,0)} de la transformacié lineal T de V4 és

20 O
A=|l-51 3
30 -1

Analitzeu si és simétrica i, en cas afirmatiu, diagonalitzeu-la ortogonalment.

Solucio

Com que la base B’ no és ortonormal, farem un canvi de base a la base canonica:



164 Diagonalitzacio

1, B,) (13, B') (W3, B") (1, B,)
Xt X' X' X

k A=cAac! j

amb
1 1
C=|101 2
1 00
Per tant,
1
1 11 20 O0\/1 11 01 2 o 0 1 010
A=l0 1 2])]|-51 3]J]lo1 2] =111 2 -1 =2]=11 00
1 00 30 -1 1 00 2 00 -1 1 1 00 2

I, per tant, com que aquesta és la matriu de la transformacio6 lineal en una base ortonormal —la
canonica en aquest cas— i és simetrica, es dedueix que la transformacio lineal T és també simétrica
i, en conseqiiéncia, que diagonalitza en base ortonormal.

Llavors, per diagonalitzar-la, comencem calculant els valors propis, que son les arrels del polinomi

caracteristic:
—-X 1 0 X 1
x)=| 1 — 0|=02-
p(x) X @-x)| 1 _
0 0 2—x
2 (simple);
=Q2-x)(x*—-1)=—(x—2)(x—1)(x+1) {1 (simple);
—1 (simple).
Calculem ara els vectors propis:
-2 1 0/0 -2 100 x4y =0
S, 1 -2 010 ~l 0 -3 0(0]; = x=y=0
-3y=0
0 0 0 0 00
Fy~F1+2F,
Per tant, els vectors son de la forma
(x,y,2z) =(0,0,2) = z(0,0,1)
i una base de S, és {(0,0,1)}.
-1 1 00 -1 1 00 -1 1 00
S 1 -1 00 ~ 0 O 00 ~ 0 0 —-1(0];
0 0 =110 FymFytFy 00 =110 FyoF, 0 0 00
—-x+y=0 X=y
— )
—z=0 z=0

Per tant, els vectors sén de la forma

(x,y,2) = (¥,»,0) = ¥(1,1,0)
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iuna base de S; és {(1,1,0)}.

I el vector propi de valor propi —1 el podem calcular fent el producte vectorial dels dos vectors
anteriors:

77k
0 0 1|=(-1,1,0).
110

Per tant, com que els vectors anteriors son ortogonals per ser de valor propi diferent formen ja una
base ortogonal i, normalitzant-los, obtenim la base ortonormal i la matrriu diagonal respectives

1 1 2
(0,0,1), —(1,1,0), —(—1, 1, o)} i 1
2 2

m B

Una transformacio lineal simetrica T de 15 compleix

T(0,—6,6) = (=9, 3,12)
T(6,0,—9) = (—5,11, 16)

1, a més, el vector (1, —1,1) és un vector propi de T. Determineu la representacio de T en la
base canonica.

Solucio

Com que el vector (1, —1, 1) és un vector propi de T, es compleix que
T(1,-1,1) = A(1,-1,1).

Tenim, doncs, que
T(0,—6,6) = (-9, 3,12)
T(6,0,—9) = (—5,11, 16)
T(1,-1,1) = A(1,-1,1)

Aleshores, si A és la matriu de T en la base canonica tindrem que

0 6 1 -9 -5 A
Al —6 0 -1 ]= 3 11 -2
-6 -9 1 12 16 A
1, en conseqiiéncia,
-1 3 1 2 5 2 2
-9 -5 0 6 1 Z/1+§ —Z/1+§ Z/1+g
A= 3 11 -2 —6 0 -1 = Z/‘l+§ —Z/‘l'i'é Z/‘[—E

I com que la matriu A ha de ser simétrica per ser la matriu d’una transformacié lineal simétrica en
una base ortonormal —en aquest cas, la canonica—, s’ha de verificar que

3 5 2 5

A+ =142

7 +6 7 +6

3 2 2 2

“A+-==-A+= >

7 +3 7 +3

2 2 2 2
_Zi=Z=Z)-Z

7 7 3
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que té com a solucié 4 = 0. Per tant, la matriu és

Yo Sl 24
A=5% Yo -2
23 =23 =43

1 la representacié de T en la base canonica €s, doncs,



5
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Coniques i quadriques

7.1 Coniques

Trobeu I’equaci6 conjunta del parell de rectes

Xx—2y+2=0 i —3x4+y—-1=0.

Solucio
Tan sols cal multiplicar les dues expressions corresponents a les equacions anteriors:

(x=2y+2)(-3x+y—-1)=0.

Per tant, queda

—3x2—2y>+7xy—Tx+4y—2=0.

Calculeu I’equacio de la circumferéncia de centre (2, —3) i radi 4. ]

Solucio

Del fet que la distancia d’un punt genéric (x, y) al punt anterior ha de ser igual al radi, es dedueix
que ha de ser

V=22 + (v +3)2 = 4,

que equival a
(x =2+ (y+3)* =42,

és a dir,
xX2—4x+4+y*+6y+9=16

o, el que és el mateix,
xX>+y>—4x+6y—3=0.

167
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m )

Es considera I’el'lipse que té per focus els punts (2,1) i (0, 3) i semieix major igual a 2.

(a) Determineu una referéncia principal i 'equacio reduida.
(b) Calculeu la seva equacio en la referéncia canonica.

(c) Representeu-la graficament.

. J

Solucio

(a) En primer lloc, el centre de I’ellipse és el punt mig dels dos focus:

24+0 143
(—, —> - (1.2).
2 2

D’altra banda, el vector director de I’eix principal €s
(0,3)—(2,1) =(-2,2) ~(1,-1);

i el de I’eix secundari (que ha de ser ortogonal a aquest) és, doncs, (1,1). Per tant, la referéncia
principal és

1 1
R = {(1,2); —(1,-1), —(1,1)} .
V2 V2
A més, com que el semieix major €s a = 2 i la semidistancia focal és

c=V2-12+(1-22 =2,

es té que el semieix menor €s

b=\22-2 =2.

Per tant, ’equacié reduida és
2

xl ylz
— +—=—=1.
4 2

(b) Llavors, I’equacio del canvi de referéncia de R" a R, és
)= 505
= + — ,
y 2 \/5 -1 1 y

1, per tant, el canvi de referéncia invers de la referéncia canonica R, a la referéncia principal R’ és

-1
5)= sl N LC)-GI-50 2)02)- 5025
y' S\ -1 1 y 2 S\l 1/{y-2 L \x+y=3)

I substituint les equacions del canvi de referéncia anterior a I’equacio equivalent

X'?+2y'?—4=0,

(e o

que, desenvolupant, es converteix en

queda

x2+yz+1—2xy+2x—2y+2 x?+y?+9+2xy — 6x — 6y
2 2

4=0,
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és a dir,
XP+yP+1-2xy+2x—2y +2x2 +2y? + 18 +4xy —12x — 12y — 8 =0

0, equivalentment,
3x?+2xy +3y?—10x — 14y + 11 = 0.

(c) La representacio grafica és

m 3

Es considera la parabola que té per focus el punt (—2,1) i per directriu la recta d’equacid
xX+2y—10=0.

(a) Determineu una referéncia principal i ’equacioé reduida.
(b) Calculeu la seva equaci6 en la referéncia canonica.

(c) Representeu-la graficament.

Solucio

(a) En primer lloc, I’eix secundari €s el perpendicular a la directriu que passa pel focus i, per tant,
té equacio
2x—-y+C=0,

amb
2:(=2)—14+C=0.

Per tant, es té¢ que C = 51 1’equacio és, doncs,

2x—-y+5=0,
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A més, la interseccio de I’eix secundari i la directriu ve donat pel sistema lineal

2x—=y+5=0
x+2y—10=0]"

que té solucié x = 01y = 5. I el vértex és el punt mig del focus i del punt anterior (0, 5):

(—2+0 1+5>
2 72

=(-1,3).
Per tant,, la referéncia principal esta formada pel vértex i pels vectors directors unitaris dels eixos:
1 1
R = {(—1,3); —(2,-1), —(1,2)} .
V5 V5

A més, com que el vector (1, 2) té el sentit del focus a la directriu i el parametre és

_lm2e21-0) ) g

245,
V12 422

tenim que ’equacio reduida és

2
x'

-

(b) Llavors, I’equacio del canvi de referéncia de R" a R, és
)= =520
= + — ,
y 3 \/g -1 2/\y
1, per tant, el canvi de referéncia invers de la referéncia canonica R, a la referéncia principal R’ és
-1
x\_|1[{ 21 x\ (-1\|_ 1 (2 =1\[fx+1)_ 1 (2x—y+5
Y] |5\-1 2 y 3/ s\l 2)\y=3) [s\x+2y-5)

Llavors, substituint les equacions del canvi de referéncia invers anterior a I’equacio equivalent

4\/§y’ =—x'%,

y:

obtenim ,
2x—y+ 5)

V5

4x? + y? + 25 — 4xy + 20x — 10y
< :

4\/3-%(x+2y—5)=—(

o bé

4x+2y—5)=—

I passant el 5 a I’altre costat i desenvolupant, queda
20x + 40y — 100 = —4x? — y? — 25 + 4xy — 20x + 10y

0, equivalentment,
4x% — 4xy 4+ y* + 40x 4+ 30y — 75 =0.

(c) La representacio grafica és
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N3

T T T T T T T T T
-11 =10 -9 -8 =7 —6 =5 —4 4

m '

Es considera la hipérbola que té per focus els punts (—1,2) 1 (3,0) i semieix real 2.

(a) Determineu una referéncia principal i 'equacio reduida.
(b) Calculeu la seva equacio en la referéncia canonica.

(c) Representeu-la graficament.

Solucio

(a) En primer lloc, el centre de la hipérbola és el punt mig dels dos focus:

<—1+3 2+0>_(1 1)
2 o2 )l

Draltra banda, el vector director de 1’eix principal és

(3,0)—(-1,2) = (4,-2) ~ (2,-1);

i el de I’eix secundari (que ha de ser ortogonal a aquest) és, doncs, (1,2). Per tant, la referéncia
principal és

1 1
R =1(1,1); —(2,-1), —=(1,2) ¢ .
{( ) \/3( )\/3( )}

I com que el semieix real és 2 i la semidistancia focal és

c=V(-1-12+2-1)?2 =5,

2
b=\V5 —22=1.

Per tant, ’equacio reduida de la hipérbola és

es té que el semieix imaginari és
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(b) Llavors, I’equacio del canvi de referéncia de R" a R és

)Gl 2)0)

1, per tant, el canvi de referencia invers de la referéncia canonica R, a la referéncia principal R’ és

-1
x' | rf 21 x\ (1)\f_ 1 (2 -1\[fx-1)_ 1 2x—-y-1
y) |s\-1 2 y 1)l 5\1 2)\y-1) fs\x+2y-3)"

I substituint les equacions del canvi de coordenades anterior a I’equacié equivalent

x'?2—-4y?—-4=0,

que, desenvolupant, es converteix en

tenim

4x? +y* +1—4xy —4x + 2y A X2 +4y* + 9 + 4xy — 6x — 12y)
5 5

4=0,

o sigui,
—20xy — 15y% + 20x + 50y — 55 =0

0, equivalentment,
4xy +3y? —4x — 10y +11 =0.

(c) La representacio grafica és
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Trobeu les rectes que formen la conica

2x% —2y? —3xy +4x—3y+2=0.

Solucio

Posem I’expressio corresponent a I’equacié anterior com a producte de dues expressions de primer
grau:
2x? —2y? —3xy+4x—3y+2=(Ax+By + C)(ax+ by +c¢).

En primer lloc, com que les equacions s’han de determinar excepte proporcionalitat, podem escollir
un dels coeficients de cadascuna d’elles. I com que

Aa=2,
podem agafar A = 21 a = 1 per exemple i ens queda llavors
2x% =2y —3xy+4x—3y+2=02x+By+ C)(x + by +¢).

Aleshores, igualant els coeficients dels termes que involucren els coeficients B i b tenim

2b+B=-3
Bb=-2
i, en substituir B = —3—2b a la segona equacio, ens queda I’equacio6 de segon grau —2b>—3b+2 = 0,

que té solucions b = —21ib = %

Llavors, podem escollir un qualsevol dels dos valors anteriors (ja que ’altre dona lloc a les mateixes
rectes en ordre contrari), per exemple b = —2 1 B = 1. I la igualtat anterior passa a ser, doncs,

2x2 —2y? —3xy+4x—3y+2=02x+y+C)(x—2y+c).

Finalment, igualant els termes que involucren els coeficients C i ¢ queda

2c+C=4
c—2C=-3
Cc=2

En particular, les dues primeres equacions formen un sistema lineal, les solucions del qual s6n
c=11C =2, que verifiquen tamb¢ la tercera equacio. Per tant, les rectes son

2x+y+2=0 1 x—=2y+1=0.

Determineu el centre i el radi de la circumferéncia d’equacio

4x? +4y? —8x+4y—15=0.

Solucio

En primer lloc, es tracta d’una circumferencia perque els coeficients dels termes quadratics purs
son iguals —4 en aquest cas—1 els dels termes quadratics creuats son tots 0.
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En aquest cas, només cal completar quadrats.

Aleshores, dividint per 4, queda I’equacid

P 15
x“+y —2x+y—T:0,

que podem escriure en la forma

(x—1)2+<y+%)2=5.

Per tant, el centre i el radi son, respectivament,

(1,—1> i 5.

2

m 3

Es considera la conica d’equacid

3x24+2xy +3y*+16x+16 =0.

(a) Classifiqueu-la.
(b) Determineu els elements geomeétrics, els parametres i la definicié métrica.

(c) Representeu-la graficament.

Solucio

(a) En primer lloc, les matrius respectives de la part quadratica i de la part lineal i del terme

independent son
31 8 .
(1) =)

Llavors, ’equacio dels centres ve donada pern QX + L =0
31 b 8 0
+ =
([ 3)G)+)-(0)

(3 1 —8) ~(3 1 —8)
1 3] 0 e 0 8| 8

que té soluciéo x = —3 iy = 1. Per tant, el centre és (—3, 1) i, en particular, s una conica amb centre.

0QX =-L

Els valors propis son les arrels del polinomi caracteristic de la matriu Q:

3— 1 4 (simple);
o R B O S LIRS M
1 3-x 2 (simple).
Calculem els vectors propis de Q:
g (71 1]0 N e TR A
U1 -1]o “\ oolo) =V
Fy~Fy+F;
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Per tant, els vectors sén de la forma

() =) =y1,1)
iuna base de S, és {(1,1)}.
I com que I'altre ha de ser ortogonal a aquest, tenim que una base de S, és {(—1, 1)}.
I, d’altra banda, com que els valors propis eren 41 2 1
ff=3-(-3%*+2-(-3)-1+3-12+16-(-3)+ 16 = -8,

I’equacio queda
4x'24+2y? -8 =0.

Per tant, aillant, es té que la conica és I’ellipse real que en la referéncia principal

1 1
_(1a 1)5 —

V22

R =1(-3,1); (-1,1)

té equaci6 reduida
(b) D’altra banda, el centre ja ’hem trobat abans i €s el punt
(-3,1).
Els eixos principal i secundari son les rectes pel centre amb els vectors directors els de la referéncia

principal
x+3 y—-1 . x+3 y—-1

1
1 1 -1 1

Per tant, el semieix major, el semieix menor, la semidistancia focal i la constant s6n, respectivament,

2
a=2, b=+2, c¢=\2-v2 =2 i k=2-2=4.

Llavors, els focus tenen coordenades (0, \/5) 1(0, —\/E) en la referéncia principal

1 1
—3,1)++2- —(-1,1) = (—4,2 i —3,1)—+2- —(-1,1) =(-2,0
(=3, 1)+ \/5( )=(-42) i (=31 \/5( )=(-2,0)

1 els vértexs tenen coordenades (\/5, 0), (- \/5, 0), (0,2) 1 (0,—2) en aquesta mateixa referéncia
1 1
(-3, 1) +2- T(L D=(-22); (-3, 1)+2- T(—l, D) =(-3-v2,-1++2);
2 2

1 1
-3,1) =2 —(1,1) = (-4,0); —3,1)=2- —(=1,1) = (=3 + 2,1 —+2).
(=3,1) \/5( ) =(—4,0) (=3,1) ﬁ( )=(=3+ )

I obtenim el lloc geométric dels punts tals que la suma de les seves distancies a (—4,2) 1 (—2,0) és 4.

(c) La representacio grafica és
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Es considera la conica d’equacio
4x% —4xy 4+ y* +32x+ 34y —11=0.

(a) Classifiqueu-la.
(b) Determineu els elements geometrics, els parametres i la definicié métrica.

(c) Representeu-la graficament.

\. J

Solucio

(a) En primer lloc, les matrius respectives de la part quadratica i de la part lineal 1 del terme

independent son
4 =2 16 .
= , L= :—11.
o=(273) =) v

Llavors, I’equacié dels centres ve donada per QX + L =0
4 =2 X 16 0
+ =
(_2 1)<y) (17) (0)

4 =21]-16 4 -21|-16
-2 1|-17 “\o o|-50)"

que és incompatible. Per tant, la conica no té centre i es tracta d’una parabola.

0QX =-L

Els valors propis son les arrels del polinomi caracteristic de la matriu Q:

p(x)=‘4_—x -2

5 (simple) ;
‘=(4—x)(1—x)—4=x2—5x=0 x=1 (simple)
2 1-—x

0 (simple).
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Calculem els vectors propis de Q:

-1 -2
S :
> (—2 —4

0); X =-=2y.

0) (—1 -2
0 - 0 0|0

Per tant, els vectors sén de la forma

(x,y) = (=2y,y) = y(=2,1)

i una base de S; és {(2, —1)} (hem escollit aquest vector perqué volem que la direcci6 positiva de
I’eix de les x” vagi cap a la dreta).

I com que I'altre vector propi ha de ser ortogonal a aquest, tenim que una base de S, és {(1,2)}.

A meés, I'eix de simetria és
(2,-1) - [5(x,y) + (16,17)] =0

0, equivalentment,
2x—y+3=0.

I substituint y = 2x + 3 a ’equacio original es té
4x% —4x(2x +3) + (2x +3)> + 32x + 34(2x +3) —11 =0,

d’on s’obté que
100x + 100 =0

1, per tant, x = —11y = 1iel vertex ¢és el punt (-1, 1).
I d’altra banda, com que els valors propis eren 51 0, ’equacié queda
12 1 ’
5x2 42 7(1,2) -(16,17) |y’ =0,
5
és a dir,

5x'2 4+ 204/5)' = 0.

Per tant, aillant, es té que la conica és la parabola de referéncia principal
1 1
R = {(—1, 1); —(2,-1), —(1,2)}t
Vs Vs

té equacid reduida
! x’z

y=-—.
45

(b) D’altra banda, el vértex ja ’hem trobat abans i és el punt

(-1,1).
Els eixos son les rectes que passen pel vertex i tenen vectors directors els de la referéncia principal
x+1 y-1 x+1 y-1
= 1 = .
-2 1 1 2

A més, com que 2p = 445, es té que el parametre és

p=2y5
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1, per tant, és g = \/g I llavors, el focus té coordenades (0, —\/g) en la referéncia principal:

1
~1,1) =5 —(1,2) = (=2,-1).
(-1,1) \/g( ) =( )

I com que ’equacié de la directriu en la referéncia principal és y' = V5, a partir del canvi invers

()-GOl 26 5)-(222),

s’obté que la seva equacio6 en la referéncia canonica és

-1

1
—(x+2y-1) =15
NG
o, el que és el mateix,
XxX+2y—6=0.

I obtenim aixi el lloc geométric dels punts del pla que equidisten del punt (—2,—1) i de la recta
x+2y—-6=0.

(c) La representacio grafica és

T

R AR
-8 -7 -6 -5 -4 -3.-

T T T
—11 -10

m 3

Es considera la conica d’equacio

3x? —4xy —8x+8y =0.

(a) Classifiqueu-la.
(b) Determineu els elements geomeétrics, els parametres i la definicié métrica.

(c) Representeu-la graficament.
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Solucio

(a) En primer lloc, les matrius respectives de la part quadratica i de la part lineal i del terme

independent son
3 -2 —4 .
= , L= =0.
o=(2 ) =)

Llavors, ’equacio dels centres ve donada per QX + L =0
3 =2 X -4 0
+ =
(= )0 (3)-)

3 =2| 4 (3 2| 4
-2 0|4 ~\0 —4|-4)"
F,~3F,+2F;

que té solucidé x = 21y = 1. Per tant, el centre és el (2,1) i, en particular, és una conica amb centre.

o00QX =-L

Els valors propis son les arrels del polinomi caracteristic de la matriu Q:

- - 4 (simple) ;
p(x)=‘3 ) 2‘2(3_x)(—x)—4=x2—3x—4=0 x = |4 Gimple)
-2 —1 (simple).
Calculem els vectors propis de Q:
-1 -2 -1 =2
S43( 5 4 8) 2( 0 O); x=-2y.
. Fy~F5—2F,

Per tant, els vectors son de la forma
(x,y) = (=2y,y) = y(=2,1)
iuna base de S, ¢s {(—2,1)}.
I com que I'altre vector ha de ser ortogonal a aquest, tenim que una base de S_; és {(1, 2)}.
I com que els valors propis eren 41 —1 1
f'=3.22-4.2.1-8-2+4+8-1=—4,

I’equaci6 queda
4x% —y? —4=0.

En definitiva, aillant, es té que la conica és la hipérbola que en la referéncia principal

1 1
_(_2’ 1)’ J—

Vs Vs

R =121 (1,2)

té equaci6 reduida

(b) D’altra banda, el centre ja ’hem trobat i és el punt

(2,1).
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Els eixos principal i secundari son les rectes pel centre amb els vectors directors els de la referéncia
principal
x—2 y-—1 . x—2 y-—-1
2 1 1 2
Per tant, el semieix real, el semieix imaginari, la semidistancia focal i la constant son, respectivament,

a=1, b=2, c=y2+22=4y5 | k=2-1=2.

I llavors, els focus son els punts de coordenades (\/g, 0)1 (—\/E, 0) en la referéncia principal

1 1
2,1) ++/5- —(=2,1) = (0,2 i 2,1) =5 —(=2,1) = (4,0
2,1+ \/g( )=0,2) i (21 ‘/g( ) =(4,0)

( —)
(

—2x+y+3
x+2y—4

i els vertexs els de coordenades (1,0) i (—1,0) en aquesta mateixa referéncia

1 1
(2,1)+1-—(—2,1)=< —1+—) i 21-1 —( 2,1)
V5 Vs s

Finalment, el canvi de referéncia invers ve donat per

T (G)-C- 503620

I substltumt a les equacions de les asimptotes en la referéncia principal y’ =

’—‘IN

=2x"1y
—Tx = —2x'
1 1 . 1 1
—(x+2y—4)=2-—(-2x+y+3) i —(x+2y—4)=-2-—(-2x+y+3)
5 V5 V5 Vs
es té
X+2y—4=—-4x+2y+6 i X+2y—4=4x—-2y—6
o, el que és el mateix,
x—2=0 i 3x—4y—-2=0.
I obtenim aixi el lloc geometric dels punts tals que el valor absolut de la diferéncia de les seves
distancies als punts (4,0) 1 (0, 2) és 2.

(c) La representacio grafica és

T T T T T T e
=5 -4 -3 =2 -1/} 1 2 3
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7.2 Quadriques

m '

Donada la quadrica d’equacio en la referéncia canonica

7x? + 7y? — 5z% — 34xy — 10xz — 10yz + 136x — 56y + 40z — 8 = 0,

trobeu la seva equacié en la referéncia R’ = {(=2,2,4); —(1,—1,0), =(1,1,1), 2 (=1, —1,2).
ulasevaequ {( ) ﬁ( ) ﬁ( ) ﬁ( )}

Solucio

En primer lloc, les matrius de la part quadratica i la part lineal i el terme independent son, respecti-
vament,

7 -17 -5 68
Q=-17 7 -5|, L=|-28 i f=-8.
-5 -5 -5 20

A més, el canvi de referéncia de R’ a R, ve donat per

X -2 1 \/E\/E—l x'
y]=| 2]|+—=|-V3 V2 -1 ||V
A

4 \/g 0\/5 2 z'

Per tant, substituint, tenim que
t

L VB V21 7 -17 =5\ L 3 V2 -1 24 0 0
Q=—|-v3 V2 <1||-17 7 =5|—=[=y3 V2 =1 |=[ 0 =15 0o ];
el v 5 5 -5 -5 =5)V6L o 2 2 0 00

t
V3 V2 -1 7 =17 =5\ [-2 68 0
1
L=—| -3 2 -1 -17 7 =5 2 |+ -28|[=]0|;
‘/g 0 v2 2 -5 =5 =5 4 20 0

f'=7-(=2?+4+7-22-5-42-34-(=2)-2—10-(=2)-4—10-2-4+136-(—-2)—56-2+40-4—38
=—120.
En conseqliéncia, I’equacid buscada és
24x'? — 15y —120=0
1, aillant, s’obté en particular que es tracta del cilindre hiperbolic
x?% oy

5 8
A T’enllag Exercici 11 us podeu descarregar un model 3D en Blender d’aquest exercici.

m 3

Calculeu I’equacié en la referéncia canonica de la quadrica que té equacio

2

x?+y?-2z7=0

en la referéncia rectangular R’ = {(3, -1, 2); %(2, 2,-1), %(2, -1,2), %(—1, 2,2)}.



https://videos.rafelamer.com/blender/tema7/exercici-11.blend

182 Coniques i quadriques

Solucio

En primer lloc, les matrius de la part quadratica i la part lineal i el terme independent son, respecti-
vament,
1 0
Q = 1 , L'=1{o0 i f'=o.
=2 0

A més, com sabem, el canvi de referéncia de R’ a R, ve donat per 'expressio X = B+ CX':

X 3 2 2 -1 x'
y|={-1]+=z 2 -1 2 Y
z 2 -1 2 2 z'

I aleshores, aillant les matrius respectives de la quadrica en la referéncia canonica de les correspo-
nents expressions de les matrius en la referéncia R’

Q' =C'QC
L =C'(QB+1L)
f' =B'QB+2L'X + f
s’obtenen les formules recurrents segiients:
Q =CQC!
L=CL — QB
f=f"—B'QB—2L'B

En el nostre cas, es té

2 2 -1\ /1 2 2 -1 2 2 2
Q=-| 2 -1 2 1 - 2 -1 2|==(2 -1 -4};
-1 2 2 -2 -1 2 2 2 -4 -1
L[ 2 2 -1\ /[0 2 2 2 3 -8
L=zl 2 -1 2|lo|-3f2 -1 4 |{-1)=5( 1];
-1 2 2/\o 2 -4 -1 2 -8
f=0-(3 21 2)l ; i czt i -2 l( 8§ 1 -8) i -4
- 3 3 37
2 -4 -1 2 2

I multiplicant tots els coeficients per 3, s’obté que I'equacio buscada és
2x2 —y? —z2 +4xy +4xz —8yz — 16x +2y — 16z + 41 = 0.

A T’enllag Exercici 12 us podeu descarregar un model 3D en Blender d’aquest exercici.

Trobeu I’equacio de la quadrica formada pel parell de plans

x—2y+3z—-1=0 i y—2z+2=0.
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Solucié
Tan sols cal multiplicar les dues expressions corresponents a les equacions anteriors:

(x—2y+3z—-1)-(y—2z+2)=0.

Per tant, queda

Xy —2y?—2xz+7yz—6z* +2x -5y +8z—-2=0.

Determineu les equacions dels dos plans que formen la quadrica d’equacid

X2+ 3y? +15z% + 4xy — 8xz — 14yz = 0.

Solucio

Posem I’expressio corresponent a I’equacié anterior com a producte de dues expressions de primer
grau:

x? 4 3y? +15z% + 4xy — 8xz — 14yz = (Ax + By + Cz + D)(ax + by + cz + d).

En primer lloc, com que les equacions s’han de determinar excepte proporcionalitat, podem escollir
un dels coeficients de cadascuna d’elles. I com que

Aa=1,
podem agafar A = a = 1 per exemple i ens queda llavors
x?+3y? +15z2 + 4xy — 8xz — 14yz = (x + By + Cz + D)(x + by + cz + d).
Aleshores, igualant els coeficients dels termes que involucren els coeficients B i b tenim

b+B=4
Bb=3

i, en substituir B = 4 — b a la segona equacio, ens queda I'equaci6 de segon grau —b% +4b —3 =0,
que té solucions b =3ib = 1.

Llavors, podem escollir un qualsevol dels dos valors anteriors (ja que ’altre dona lloc a les mateixes
rectes en ordre contrari), per exemple b = 31 B = 1. I la igualtat anterior passa a ser

x> +3y? +15z2 + 4xy —8xz—14yz=(x+y+ Cz+ D)(x + 3y + cz + d).

Aleshores, igualant els termes que involucren els coeficients C i ¢ queda

c+C=-8
c+3C=-14
Cc=15

En particular, les dues primeres equacions formen un sistema lineal, les solucions del qual sén
¢ =—=51C = -3, que verifiquen tamb¢ la tercera equacio. Per tant, queda ara

x?+3y? +15z2 + 4xy —8xz — 1d4yz = (x +y —3z+ D)(x + 3y — 5z + d).
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Finalment, fent el mateix pels coeficients D i d obtenim

d+D=0
d+3D=0
—-3d—-5D=0
Dd=0

que, evidentment, té solucidé D = d = 0. Per tant, obtenim els plans secants reals d’equacions

x+y—-3z=0 i X+3y—5z=0.

Calculeu I’equacio de I’esfera de centre (1,—2,1) i radi 3. ]

Solucio

Del fet que la distancia d’un punt genéric (x, y, z) al punt anterior ha de ser igual al radi, es dedueix
que ha de ser

VE—12+ @ +22+(z—-12=3
que equival a
(x—1*+ @ +2)?2+(z—-1)2?=32,
és a dir,
X2—2x+1+y>+4y+4+22—-2z+1=9

o, el que és el mateix,
X>+y*+2z2-2x+4y—-2z—-3=0.

Determineu el centre i el radi de I’esfera d’equacio

X2 +y*+2z2—4x+2y—6z+10=0.

Solucio

En primer lloc, es tracta d’una esfera perque els coeficients dels termes quadratics purs son iguals
—1 en aquest cas— i els dels termes quadratics creuats son tots 0.

En aquest cas, només cal completar quadrats.
Aleshores, ’equaci6 s’escriu
(x=22—-4+@+1)P-14+(z-32-9+10=0

0, equivalentment,
(x=2P%+@+1)2+(z—-3)?2=4.

Per tant, el centre i el radi son, respectivament,

2,-1,3) i 2.
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Classifiqueu la quadrica d’equacio

4x? +4y* +z2 +2xy —4xz+ 4yz+2x -2y +4z—6=0.

Solucio

En primer lloc, les matrius respectives de la part quadratica, la part lineal i el terme independent
son

4 1 -2 1
Q= 14 2, L=[-1 i f=-6.
-2 2 1 2

Llavors, els centres d’aquesta quadrica s’obtenen resolent el sistema lineal QX + L =0

1 -2 b 1 0
2 y|+1-1]=10
-2 2 1 z 2 0
o, equivalentment, QX = —L
4 1 -2|-1 4 1 -2|-1 4 1 =2 0
1 4 2 1 ~| 0 15 10 5 ~1 0 15 10 5],
-2 2 1| -2/ F,~4F,-F 0 5 0|—-5 0 0 -10|-20
Fam2Fpi2F, F3~3F3—F,

que té solucié x = 1, y = —11 z = 2. Per tant, el centre és el punt (1, —1,2) i és una quadrica amb
centre.

El valors propis de la matriu Q sén les arrels del seu polinomi caracteristic:
fox L2 L 5 (doble);
px)=| 1 4-x 2 |=-Xx4+9x"—-15x—-25=0 X = _
-2 2 1—x —1 (simple).

Calculem els vectors propis de Q:

-1 1 =20 -1 1 =210
Ss ¢ 1 -1 210 o~ 00 o0(0],
-2 2 =410/ FynFytF, 0 0 00
FinF32F,

que té solucid x = y — 2z. Per tant, els vectors son de la forma
(x,y,z)=(y—2z,y,2z) =y(1,1,0) + z(-2,0,1)
i una base de S; és {(1,1,0),(-2,0,1)}.
Llavors, com que aquests dos vectors no son ortogonals, apliquem el métode de Gram—Schmidt:

0, = (1,1,0);
(=2,0,1)-(1,1,0)

0, =(=2,0,1) —
=200 0010

(1,1,0) = (-2,0,1) + %(1, 1,0) =(-1,1,1).



186 Coniques i quadriques

I el vector propi de valor propi —1 el podem calcular fent el producte vectorial dels dos vectors
anteriors:

T
1
-1

=(1,-1,2).

— ey
- O X

I com que
ff=4-12+4- (-1 +22+2-1-(-1)—4-1-2+4+4-(-1)-24+2-1-2-(-1)+4-2—-6=0,
s’obté I’equacid
5x"2 + 5y —z2=0.
Per tant, aillant, es té que la quadrica ¢€s el con real de revolucio que en la referéncia principal

1 1 1
R =1(1,-1,2); —(1,1,0), —(-1,1,1), —(1,-1,2)
V2 V3 V6

té equacid reduida

x?+y?—-—=0.
-

Nota: El seu grafic és

A T’enllag Exercici 17 us podeu descarregar un model 3D en Blender d’aquest exercici.

Classifiqueu la quadrica d’equacio

23x% + 23y? + 822 — 34xy + dxz + 4yz + 84x — 76y — 24z + 68 = 0.

Solucio

En primer lloc, les matrius respectives de la part quadratica, la part lineal i el terme independent
son
23 =17 2 42
Q=|-17 23 2|, L=|-38 i f=68.
2 2 8 —-12
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Llavors, els centres d’aquesta quadrica s’obtenen resolent el sistema lineal QX + L =0

23 =17 2 b 42 0
—-17 23 2 y|]+| -38]=]0
2 2 8 z —-12 0
0, equivalentment, QX = —L
23 =17 2| —42 23 =17 2| —42 23 =17 2| —42
—-17 23 2 38 ~ 0 240 80| 160 o~ 0 240 80| 160 |,
2 2 8 12 / p,~23F,+17F\ O 80 180 | 360 0 0 460 | 920
1«"23~231~“23+—21«"11 F3~3F3—F,
que té solucié x = =2,y = 01z = 2. Per tant, el centre és el punt (—2,0,2) i és una quadrica amb

centre.

El valors propis de la matriu Q sén les arrels del seu polinomi caracteristic:

23—x —17 2 4;
px)=| =17 23—x 2 |=-—x3+54x%—600x — 1600 = 0 X =110;
2 2 8 —x 40.

Calculem els vectors propis de Q:

19 -17 2|0 19 -17 2|0 19 -17 2|0
Sqe:|-17 19 210 ~ 0o 72 720 ~l o 72 72|0],
2 2 4|0/puaorer \ 0 72 7200/, o\ 0 0 0]0

F3~19F3—2F;
que té solucid x = yiz = —y. Per tant, els vectors son de la forma
xy,2) =0y -y) =y1,1,-1)

iuna base de S, és {(1,1,—1)}.

13 -17 2]0 13 -17  2]o0 13 -17 2|0
So:|l-17 13 20 ~| 0 120 600 ~| 0 -120 600 |,
2 2 =2]0/psrer \ 0 60 =30[0/, .\ 0 0 0|0

que té solucidé x = y iz = 2y. Per tant, els vectors son de la forma

(x,y,2) = (¥, »,2y) = y(1,1,2)
i una base de S; és {(1,1,2)}.

I el vector propi de valor propi 40 el trobem fent el producte vectorial dels dos vectors propis
anteriors:

-

k
~1|=(3,-3,0) ~(1,-1,0).
2

=y

[
1
1
I com que

f=23-(=2)2+23-02+8-224+—34-(=2)-0+4-(—=2)-2+4-0-2+84-(—2)—76-0—24-2+68 = —40,
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s’obté I’equacid
4x'? +10y"? 4+ 40z'> — 40 = 0.

Per tant, aillant, es té que la quadrica ¢és I’el'lipsoide real que en la referéncia principal
1 1 1
R =1(-2,0,2); —(1,1,-1), —(1,1,2), —(1,-1,0)
V3 V6 V2

té equaci6 reduida
x12 y/2
—+—+z?2=1.
10 4

A T’enllag Exercici 18 us podeu descarregar un model 3D en Blender d’aquest exercici.

Classifiqueu la quadrica d’equacio

37x% + 7y? + 7z% + 34xy + 34xz + 26yz — 154x — 86y — 38z + 13 = 0.

Solucio

En primer lloc, les matrius respectives de la part quadratica, la part lineal i el terme independent
son

37 17 17 =77
Q=17 7 13|, L= —43 i f=13.
17 13 7 -19

Llavors, els centres d’aquesta quadrica s’obtenen resolent el sistema lineal QX + L = 0

37 17 17 b =77 0
17 7 13|y ]|+ -43]=]0
17 13 7 z —-19 0
o, equivalentment, QX = —L
37 17 17|77 37 17 17 77
17 7 13|43 ~ 0 —-30 192 282

17 13 7 (19 )pe7m,-178, \ O 192 —30 | —606

F3~37F3—17F; F3~5F3;—32F,
37 17 17 77
~ 0 =30 192 282 |,

0 0 —35964 | —35964

que té solucidé x = 3, y = —3 1z = 1. Per tant, el centre és el punt (3,—3,1) i és una quadrica amb
centre.

El valors propis de la matriu Q sén les arrels del seu polinomi caracteristic:

37—-x 17 17 33
p(x)=| 17 7—x 13 |=—-x>+51x2+180x—972=0 X =154;
17 13 7—x —6.
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Calculem els vectors propis de Q:

34 17 17 |0 34 17 17 |0 34 17 17 1|0
S;: 117 4 13|10 ~ 0 -9 910 o 0O -9 9(0],
17 13 4|0 /F,~2F,-F 0 9 =910 0O 0 0]0
Fan2F5—F) F3~F3-F,
que té solucidé y = —x 1z = —x. Per tant, els vectors son de la forma

(x,y,z) = (x,—x,—x) = x(1,-1,-1))

iuna base de S, és {(1,—1,—-1)}.

—-17 17 17 |0 -17 17 17 |0 —-17 17 17 (0
Ssy 17 —47 130 ~ 0 —30 30|0 o~ 0 -30 30(0],
17 13 —47 10 ~ 0 30 =300 0 0 0}0
FIFAR, Fy~Fs+F2

que té solucidé x = 2z 1y = z. Per tant, els vectors son de la forma
(x,y,2z) =(2z,2,2) = z(2,1,1)
iuna base de S5, és {(2,1,1)}.

I el vector propi de valor propi —6 el trobem fent el producte vectorial dels dos vectors propis

anteriors:
7k
1 -1 —-1|=(0,-3,3)~(0,-1,1).
2 1

I com que

f'=37-324+7-(=3)>+7-12+34-3-(—=3)+34-3-1+26-(—3)-1—154-3—86-(—3)—38-1+13 = —108,

s’obté I’equacid
3x'2 + 54y — 62’2 — 108 = 0.

Per tant, aillant, es té que la quadrica és I’hiperboloide d’una fulla que en la referéncia principal
1 1 1
R =1{@3,-3,1); —(1,-1,-1), —(2,1,1), —(0,-1,1)
V3 V6 V2

té equacié reduida

12 12 12

b y z
ST AR a—
36+2 18

A T’enllag Exercici 19 us podeu descarregar un model 3D en Blender d’aquest exercici.

Classifiqueu la quadrica d’equacio

—11x2 — 11y? + 72z% + 32xy — 4xz — 4yz — 68x + 40y + 22z + 79 = 0.
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Solucio

En primer lloc, les matrius respectives de la part quadratica, la part lineal i el terme independent
son

-11 16 -2 —34
Q= 16 -11 2|, L=| 20 i f=79.
-2 -2 7 11

Llavors, els centres d’aquesta quadrica s’obtenen resolent el sistema lineal QX + L = 0

—-11 16 -2 b —-34 0
16 —11 =2 |[y|+| 20]=]0
-2 =2 7 z 11 0
o, equivalentment, QX = —L
-11 16 -2 34 -11 16 -2 34
16 —-11 -2 | -20 ~ 0 -—135 54| =324
-2 =2 7| —11 ~ 0 54 =81 189
%33115}:_126;11 F3~5F3+2F,
-11 16 =2 34
~ 0 -135 54| =324 |,
0 0 —297 297

que té solucié x = 0,y = 21z = —1. Per tant, el centre és el punt (0,2, —1) i és una quadrica amb
centre.

El valors propis de la matriu Q sén les arrels del seu polinomi caracteristic:
—-11—-x 16 -2 9;
p(x) = 16 —11-x =2 |=—-x3+51x2+180x—972=0 x=13;
-2 -2 7-x 97

Calculem els vectors propis de Q:

-20 16 =210 —-20 16 =210 -20 16 =210
Sy : 16 =20 -2|0 ~ 0 -36 —-181|0 ~ 0 —-36 —-18]|0
-2 =2 =21|0/F,~5F,+4F 0 =36 -—-181|0 0 0 0]0
Fa~10F;—F) F3~F3—F,
que té solucid x = y iz = —2y. Per tant, els vectors son de la forma

(x,3,2) =y, —2y) =y(1,1,-2))

iuna base de Sy és {(1,1,—2)}.

-14 16 2|0 -14 16 -21|0 -14 16 210
S : 16 —14 210 ~ 0 30 -301|0 ~ 0 30 =300
-2 =2 410 ~ 0 -30 301|0 0 O 00

11:23 ~77FF23+_8FFI1 F3~F3+F;

que té solucidé x = z1iy = z. Per tant, els vectors son de la forma

(x,y,2z) =(z,2,2z) = z(1,1,1)
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iuna base de S; és {(1,1,1)}.

I el vector propi de valor propi —27 el trobem fent el producte vectorial dels dos vectors propis
anteriors:

-

k
—2|=(3,-3,0) ~(1,-1,0).
1

_ =y

T
1
1
I com que

f'=-11-04—-11-22+7-(=1)?+32-0-2—4-0-(—=1)—4-2-(—1)—68-0+40-2+22-(—=1)+79 = 108,

s’obté I'equacid
9x'2 4+ 3y"2 — 2722 + 108 = 0.

Per tant, aillant, es té que la quadrica és ’hiperboloide de dues fulles que en la referéncia principal
1 1 1
R = {(0, 2,-1); —(1,1,-2),—(1,1,1), —(1,-1,0)
V6 V3 V2

té equaci6 reduida

12 12 12

X y z
2 3% "

A T’enllag Exercici 20 us podeu descarregar un model 3D en Blender d’aquest exercici.

Classifiqueu la quadrica d’equacio

11x2 — 5y% + z2 — 26xy — 38xz — 6yz — 112x + 28z — 14 = 0.

Solucio

En primer lloc, les matrius respectives de la part quadratica, la part lineal i el terme independent
son

11 —-13 -19 —56
Q=|-13 -5 =3, L= 0 i f=-14.
-19 -3 1 14

Llavors, els centres d’aquesta quadrica s’obtenen resolent el sistema lineal QX + L = 0

11 -13 -19 b —56 0
-13 -5 =3||ly]+| ol=|o
-19 =3 1 z 14 0
0, equivalentment, QX = —L
11 —-13 -19 56 11 -13 —-19| 56
-13 -5 =3 0 ~ 0 —224 -—-280 | 728

-19 -3 1|-14/p~ur43r \ 0 —280 —350 | 910
F3~11F5+19F;

37 17 17 | 77
0 —224 -280| 728 |,
0 0 0 0

F3~4F3—5F,

1R
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que té solucid y = —5x + 31z = 4x — 5. Per tant, prenent x = 0 per exemple, tenim que un centre
és el punt (0, 3,—5) i és una quadrica amb centre.

El valors propis de la matriu Q sén les arrels del seu polinomi caracteristic:

11-x -13 -19 28;
px)=| =13 —5-x =3 |[=-x3+7x>+588x=0 x=1-21;
-19 -3 1-x 0.

Calculem els vectors propis de Q:

-17 =13 =190 -17 =13 =190
S| -13 =33 =310 o~ 0 302 =196 | 0
-19 -3 =-27|0/F,~17F,-13F 0 -196 98 |0
Far17F5—19F) F3~2F3+F,
-17 =13 =190
o~ 0 392 -19 |0 |,
0 0 00
que té solucié x = —3y iz = 2y. Per tant, els vectors son de la forma
(x,y,2) = (=3y,,2y) = y(-3,1,2)
i una base de S,g €s {(—3,1,2)}.
32 =13 =19 |0 32 =13 =190
Syl -13 16 =3]0 ~| 0 343 -343|0
-19 -3 22| 0 / F,~32F,+13F 0 -—343 343 | 0
F§~32F§119Fi Fy~F3+F,

32 =13 =190
~| 0 343 3430 |,
0 0 00

que té solucidé x = z1iy = z. Per tant, els vectors son de la forma
x,y,2) =(z,z,2z) = z(1,1,1)
iuna base de S_,; és {(1,1,1)}.
I el vector propi de valor propi 0 el trobem fent el producte vectorial dels dos vectors propis
anteriors: R
1

=(-1,5,—-4).

w
- N XY

J

1
11
I com que
f'=11-02-5-32+(=5)2-26-0-3—-38-0-(=5)—6-3-(=5)—112-0+28-(=5) — 14 = —84,
s’obté I'’equacid

28x'2 — 21y -84 =0.

Per tant, aillant, es té que la quadrica és el cilindre hiperbolic que en la referéncia principal

1 1 1
R = {(O, 3,-5); —(-3,1,2), —(1,1,1), —(-1,5,—4)

V14 V3 Va2
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té equacié reduida
12 12
X y
N

3 4
A T’enllag Exercici 21 us podeu descarregar un model 3D en Blender d’aquest exercici.

Classifiqueu la quadrica d’equacio

5x2 +2y* + 222 —2xy —2xz + 4y + 26x + 2y + 2z + 11 = 0.

Solucio

En primer lloc, les matrius respectives de la part quadratica, la part lineal i el terme independent
son

5 -1 -1 13
Q={-1 2 2], L= 1 i f=11.
-1 2 2 1

Llavors, els centres d’aquesta quadrica s’obtenen resolent el sistema lineal QX + L = 0

5 -1 -1 b 13 0
-1 2 2|y |+ 1]=(o0
-1 2 2 z 1 0
o, equivalentment, QX = —L
5 -1 —-1|-13 5 -1 —-1|-13 5 -1 —-1|-13
-1 2 2| -1 ~10 9 9| —18 ~| 0 9 9| -18 |,
-1 2 2| =1/)F,~5F,+F 0 9 9| —18 0 0 0 0
F§~5F§+F1 F3~F3—F)
que té soluciéo x = =311y = —2 — z. Per tant, prenent z = 0 per exemple, tenim que un centre és el

punt (—3,—2,0) i és una quadrica amb centre.

El valors propis de la matriu Q sén les arrels del seu polinomi caracteristic:

5—-x -1 -1 3;
px)=| -1 2-x 2 =—x34+9x2-18x =0 X=16;
-1 2 2—X 0.

Calculem els vectors propis de Q:

2 -1 =110 2 -1 =110 2 -1 =110
S;:| -1 —1 210 ~1 0 =3 310 ~|l0 -3 310,
-1 2 =110 ~ 0 3 =310 0 0 00
AR, Fy~Fy+Fs

que té solucid x = z 1y = z. Per tant, els vectors son de la forma
(x,y,2) =(2,2z,z) = z(1,1,1)
iuna base de S; és {(1,1,1)}.

-1 -1 -1]o0 -1 -1 10 -1 -1 -1]o0
Se:| -1 -4 2]o0 ~[ 0o =3 3]0

-1 2 =410 ~Fo— 0 3 =310 0 0 00
EN%_% F3~F3+F,

R
o
|
w
w
=)
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que té solucié x = —2z 1y = z. Per tant, els vectors son de la forma
(x,y,2) = (-2z,2z,2) = z(—2,1,1)
iuna base de Sg és {(—2,1,1}.

I el vector propi de valor propi 0 el trobem fent el producte vectorial dels dos vectors propis

anteriors: .
T 7K
11 1|=(0,-3,3)~(0,—-1,1).
-2 1 1

I com que

' =5(=3)2+2(=2)2+2:02—=2-(=3)-(=2)—2:(=3)-04+4-(—=2)-04+26-(—3)+2-(—2)+2:0+11 = —30,
s’obté I’equacid
3x"2+6y?—30=0.

Per tant, aillant, es té que la quadrica ¢és el cilindre el'liptic que en la referéncia principal
1 1 1
R =4(-3,-2,0); —(1,1,1), —(2,-1,-1), —(0,-1,1)
V3 V6 V2

té equacié reduida
X2 y?
4 =1,
10 5

A T’enllag Exercici 22 us podeu descarregar un model 3D en Blender d’aquest exercici.

Classifiqueu la quadrica d’equacio

9x2 +2y? — 4z% — 12xy — 12xz — 2x + 24y + 14z — 5 =0.

Solucio

En primer lloc, les matrius respectives de la part quadratica, la part lineal i el terme independent

son
9 —6 —6 -1
Q=(-6 2 0], L= 12 i f=-5.
-6 0 —4 7

Llavors, els centres d’aquesta quadrica s’obtenen resolent el sistema lineal QX + L = 0

9 —6 -6 X -1 0
-6 2 oflly]+| 12]=(o0
—6 0 —4 z 7 0
o, equivalentment, QX = —L
9 —6 -6 1 9 -6 -6 1 9 —6 -6 1
—6 2 0| -—12 ~|l 0 -6 —-12|-34 ~| 0 -6 -12 0],
—6 0 —4| =7 /Fsr42r \0 =2 —4|-19 0 0 0]-23
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que és incompatible. Per tant, és una quadrica sense centre.

El valors propis de la matriu Q son les arrels del seu polinomi caracteristic:

9-x —6 -6 14 (simple) ;
px)=| -6 2—x 0 |=-x3+7x>+98x=0  x =1{-7(simple);
—6 0 —4-x 0 (simple).

Calculem els vectors propis de valors propis no nuls de Q:

-5 -6 -6|0 -5 -6 =610 -5 -6 —-6|0
Su:| -6 —12  o0]o0 ~[ 0o 24 -36|0 ~[ o 24 -36|0],
—6 0 —18 |0 /F,~6F,—5F 0 12 -18|0 0 0 00
F§~5F§—6Ff F3~2F3—F,
que té solucié x = —3ziy = %z. Per tant, els vectors son de la forma

o= (30 5352)=2(-3 3]
X, ¥,2) = Z,ZZ,Z =2z 50

3

i una base de Sy4 és {(=3, 5, 1)} o, equivalentment, {(—6, 3,2)}.

16 -6 —610 16 -6 —610 16 -6 —610
S_;:| —6 9 00 o~ 0 54 —-18|0 ~ 0 54 -18|0 |,
—6 0 310/ F,~8F,+3F 0 -9 310 0 0 00
Fan8F343F) F3~6F3+I,

que té solucid x = % y iz = 3y. Per tant, els vectors son de la forma

(22 = (70 3) =5(3:13)
X, Y,2) = 2y,y, Y=Y >
i una base de S, és {(%, 1,3)} o, equivalentment, {(3, 2, 6)}.

I el vector propi de valor propi 0 el podem trobar fent el producte vectorial dels dos vectors propis

anteriors: .
T 7k

-6 3 2|=(04,42,-21)~(2,6,-3).
3 2 6

Aleshores, 1’eix de simetria és la interseccio dels dos plans de simetria:

(—6,3,2) - [14(x,y,2) + (-1,12,7)] =0
(3,2,6) - [-7(x,y,2) + (=1,12,7)] = 0|’

és a dir,

—6x+3y+2z+4=0

—3x—2y—6z+9=0]"
Llavors, prenent per exemple y = 0, queda x = 11z = 11ies té que (1,0,1) és un punt de pas. A
més, el vector director és el vector propi de valor propi 0: (2,6, —3).

I substituint les equacions parametriques
x=1+2a
y =6x

z=1-3ax
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de I’eix de simetria a I’equacio original de la quadrica, s’obté
9(1+20)?+2(6a)*—4(1—3a)?—12(1+4+2a)6a—12(1+2a)(1—3c) —2(1+2a)+24-6a+14(1-3a)—5 = 0,

és a dir,
104 =0,

d’on a = 0. Per tant, el vértex és el punt
(1,0,1).
A més, I’'equacidé queda
14x"2 —7y2 + 2+ (;(2, 6,—3) - (—1,12, 7)) z'=0

o, el que és el mateix,
14x"? — 7y + 14z’ = 0.

I en definitiva, aillant, es té que la quadrica és el paraboloide hiperbolic que en la referéncia principal
1 1 1
P {(1, 0,1) 2(~6,3,2),2(3,2,6), 52,6, —3)}

té equacid reduida

2
yl

z' = —x?+—.
2

Es evident que també podriem escollir com a referéncia principal
1 1 1
2= {(1,0, D; 53,2,6),5(6,-3,-2), 5(2.6, —3)}

1, aleshores, I'’equacié reduida seria

Nota: El seu grafic és

A T'enllag Exercici 23 us podeu descarregar un model 3D en Blender d’aquest exercici.
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Classifiqueu la quadrica d’equacio

2x% +5y% + 222 + 2xy —4xz — 2yz — 4x — 2y — 32z + 29 = 0.

Solucio

En primer lloc, les matrius respectives de la part quadratica, la part lineal i el terme independent
son

2 1 -2 -2
Q= 1 5 -1/, L= -1 i f=29.
-2 -1 2 —16

Llavors, els centres d’aquesta quadrica s’obtenen resolent el sistema lineal QX + L =0

2 1 -2 X -2 0
1 5 =1 ]||y|+| -1]=(o
-2 -1 2 z —16 0
0, equivalentment, QX = —L
2 1 -2 2 21 =2 2
1 5 -1 1 ~|1 0 9 o] 0],
—2 -1 2[16/ r,-r, \O 0 018
F3~F3+F,

que és incompatible. Per tant, és una quadrica sense centre.

El valors propis de la matriu Q sén les arrels del seu polinomi caracteristic:

2—x 1 -2 3 (simple);
px)=| 1 5-x -1 |=-x>4+9x*—-18x=0 X =16 (simple);
-2 -1 2-x 0 (simple).

Calculem els vectors propis de valors propis no nuls de Q. En primer lloc, els de valor propi 4; = 3:

-1 1 =20 -1 1 =210
S;:| 1 2 -1]0 ~ 0o 3 -=3|0
-2 -1 —-1]0 ~ 0 -3 =310
;;ZN If:;zj zFFll F3~F3+F,
-1 1 =20
~ 03 =-3]0],
0 0 0]0
que té solucidé x = —z iy = z. Per tant, els vectors propis amb valor propi 3 son de la forma

(x,y,2)=(-2,2,2) = z(-1,1,1)

iuna base de S; és {(1,—1,—-1)}.
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Ara calculem els vectors propis amb valor propi 4, = 6:

—4 1 -2|0 —4 1 =20
Se : 1 -1 —-1]0 ~ 0 -3 —610
-2 -1 —410 %:gﬁf?i 0 -3 —61|0 FymFs—F)
—4 1 =20
~ 0 -3 —6(0],
0O 0 0]0

que té solucidé x = —z 1y = —2z. Per tant, els vectors propis amb valor propi 6 sén de la forma
(x,9,2) = (—z,-22,2) = z(-1,-2,1)
i una base de Sq és {(1,2,—1)}.

I el vector propi de valor propi 0 el podem trobar fent el producte vectorial dels dos vectors propis

anteriors: R
T 7k
1 -1 -1|=(3,0,3)~(1,0,1).
1 2 -1

Aleshores, 1’eix de simetria és la interseccio dels dos plans de simetria:

1,-1,-1) - [3(x,y,2) + (—2,—-1,—-16)] =0
1,2,-1) - [6(x,y,2) + (—2,-1,-16)] =0
és a dir,
X—y—z+5=0
X+2y—-z+4+2=0 '
Si resolem aquest sistema d’equacions implicites, obtenim les equacions paramétriques de 1’eix de
les z' o eix de simetria,

x=a—4
y=1
z=a

En substituir a I’equacio original de la quadrica, s’obté
2@ —42+5+20 +2(a—4) —4Ha—4da—2a—4a—4)—2—-32a+29=0,

o bé
—36a+72=0,

d’on es té que a = 2. Per tant, el vértex és el punt (—2, 1, 2), la quadrica és un paraboloide elliptic i
la seva referéncia principal és

1 1 1
R =1(-2,1,2); —(1,-1,-1), —(1,2,-1), —(1,0,1) { .
( )\/5( )Jg( )\/5( )

L’equaci6 reduida del paraboloide és A,x'? + 1,y'2 + 2¢'z’ = 0 on 4, i 1, son els valors propis no
nuls de Q1
1 18
¢ =—(1,0,1)-(=2,-1,-16) = —— = —92,

V2 V2
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és a dir,

12 12

x Y

=+ —.
6v2 32

A T’enllag Exercici 24 us podeu descarregar un model 3D en Blender d’aquest exercici.

3x2+6y2—18y2z/=0 obé z

Classifiqueu la quadrica d’equacio

X2+ y? +4z2 +2xy +4xz +4yz —48x — 24y + 84 = 0.

Solucio

En primer lloc, les matrius respectives de la part quadratica, la part lineal i el terme independent
son

112 —24
Q=11 2], L=|-12 i f=284.
2 2 4 0

Llavors, els centres d’aquesta quadrica s’obtenen resolent el sistema lineal QX + L = 0

1 1 2 X —24 0
1 1 2 y|+]-12|=|0
2 2 4 z 0 0
0, equivalentment, QX = —L:
1 1 2|24 1 1 2 24
1 1 2|12 ~|0 0 0]|-12],
2 2 4| 0/ pur,—r, \O 0 0|—48

que, evidentment, és incompatible. Per tant, és una quadrica sense centre.

El valors propis de la matriu Q sén les arrels del seu polinomi caracteristic:

1=x 1 2 6 (simple);
px)=| 1 1-x 2 |=-X*+6x>=-x*(x—6)=0 x= ’
2 4—x 0 (doble).
Calculem el vector propi corresponent al valor propi no nul de Q:
-5 1 210 -5 1 210 -5 1 2|0
Se - 1 -5 210 o~ 0 —24 12|0 ~ 0 —24 12|10 ],
2 2 =2[0/)Fpsppur, \ O 12 =60 0O 0 00

F3~5F3+2F, F3~2F3+F;

que té solucid x = y iz = 2y. Per tant, els vectors son de la forma

(x,y,2) = (y.2y) =y(1,1,2)
i una base de S¢ és {(1,1,2)}.

El primer vector propi de valor propi 0 el trobem fent el producte vectorial del vector propi anterior
idel:

[
11

K
2| =(24,-48,12) ~ (2,—4,1);
=24 =12 0
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i el segon vector propi de valor propi 0 el trobem fent el producte vectorial dels dos vectors propis
anteriors:

= <y

7 k
1 2 =(%3;ﬁ)z(&1;&)
2 —4 1

Aleshores, 1’eix de simetria obtingut ve donat per la interseccio dels plans de simetria

(1,1,2) - [6(x,y,2) + (—24,-12,0)] =0
(2,-4,1)- (x,y,2) = 0} ’
és a dir,
X+y+2z—-6=0
2x—4y+z= 0} '
Llavors, peraz =0¢és x =41y = 21iun punt de pas és el (4,2,0). A més, el vector director és el

darrer vector propi de valor propi 0: (3,1, —2).

I substituint les equacions parameétriques

xX=4+4+3a
y=2+a
z=-2a

de I’eix de simetria a I’equacié original de la quadrica, s’obté

(44302 4+ Q2+ a)?+4(—2a)? + 2(4 + 30)(2 + @) + 4(4 + 3a)(—2a) + 4(2 + a)(—2a)
—48(4+300) — 242+ @) + 84 =0,

és a dir,
—168a — 120 =0,

dona = —%. Per tant, un possible vertex és el punt

(13910)
7°7°7)°

observem, pero, que tots els punts de I’eix y’, que té equacions parameétriques

x=t

y=5=-z2l
1+t¢

=

son possibles origens de la referéncia principal.
A més, ’'equacio reduida és
1
6x'% +2- (‘/—_(3, 1,-2) - (=24,-12, 0)) zZ =0
14

o, el que és el mateix,
6x2 — 1214z’ = 0.
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I en definitiva, aillant, es té que la quadrica és el cilindre parabolic que en la referéncia principal

13 9 10\ 1 1 1
R = {( ); —(1,1,2), —(2,-4,1), —(3,1,-2)
V21 V14

V6

7777 1

té equaci6 reduida

Nota: El seu grafic és

A T’enllag Exercici 25 us podeu descarregar un model 3D en Blender d’aquest exercici.

Considerem la quadrica d’equacio

2x% 4+ 9y? — 722 + 4xy + 12xz + 2yz + 52x + 36y — 4z + 10 = 0.

(a) Classifiqueu-la.

(b) Comproveu que la seva interseccio amb el pla x—2y—2z = 7 és una parabola i calculeu els
seus vertex, focus, parametre i la direccid dels seus eixos principal 1 secundari (expressats
com a vectors de 13).

(c) Calculeu I’equacié del cilindre parabolic que s’obté en traslladar la parabola interseccid
perpendicularment al pla.

Solucio
A T’enllag Exercici 26 us podeu descarregar un model 3D en Blender d’aquest exercici.

(a) Les matrius respectives de la part quadratica, la part lineal i el terme independent s6n

2 2 26
Q=|29 1], L=| 18 i f=10.
6 1 —7 -2

2—x 2 6 4 (simple);
px)=| 2 9-x 1 |[=-x*+4x*+100x—-400=0  x =110 (simple);
6 I -7-x —10 (simple).
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En primer lloc calculem els vectors propis de Q amb valor propi 4; = 4, que so6n les solucions del
sistema d’equacions

2 2 6 b b

2 9 1 y|=4ly ),

6 1 =7 z z

1, per aixo, hem de triangular la matriu
-2 2 610 -2 2 610 -2 2 610
2 5 1(0 o~ 0 7 7|0 ~ 0 7 7|0
6 1 —-11|0/ F,~F,+F 0 7 7|0 0 0 0]0
F32NF32+3F11 F3NF3_F2

La soluci6 d’aquest sistema d’equacions i un vector propi amb valor propi 4 so6n

X =2z

y=-z

i w; = (2,-1,1).

De manera semblant, els vectors propis amb valor propi 4, = 10 son les solucions del sistema
d’equacions

2 2 6 X X
29 1]|(yl=10]y],
6 1 -7 z z
i ara triangulem la matriu
-8 2 6|0 -8 2 610 -8 2 6|0
2 -1 1]0 ~ 0 -2 100 ~ 0 -2 1010
6 1 =17]0)parer, \ 0 10 =SO| /. .\ 0 0 00

La soluci6 d’aquest sistema d’equacions i un vector propi amb valor propi 10 son

X =2z . N
i w,=(251).
y=>5z
Finalment, podem trobar un vector propi amb valor propi 1; = —10 fent
T Jk
Wy =W, XW, =2 —1 1|=(=6,0,12) ~(~1,0,2).
2 5 1

Un cop calculats els vectors propis, hem de trobar el centre d’aquesta quadrica resolent el sistema
d’equacions QX = —L:

2 2 b —26
29 1](y]|=|-18
6 1 -7 z 2
Triangulem, doncs, la matriu d’aquest sistema:
2 2 6| —26 2 2 6| —26 2 2 6| —26
2 9 1| -18 ~| 0 7 =5 8 ~|1 0 7 -7 8
6 1 —7| 2)pm~r-r, \0 —5 —25| 80 0 0 —200| 600

FERSE, F3~7F3+5F,
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i el centre és el punt x = —3, y = —11z = —3. Per tant, la referéncia principal de la quadrica és

1 1 1
R =1(-3,-1,-3); —(2,-1,1), —(2,5,1), —(-1,0,2) ¢ .
V6 V30 Vs
Sabem que podem obtenir I’equacio reduida a partir de 1;x"% + 1,¥"2 + ;2" + f' =0on 44, 1, i
A3 son els valors propis de Q 1

2 2 -3 -3
ff=(-3 -1 -3){29 1]){-1]+2(26 18 —2)[ -1 ]+10=-80,
6 1 —-7/)\-3 -3
és a dir,

4x'2 +10y"? —10z'>—-80 =0
4x'? +10y"? — 102" = 80

4x'?  10y"? 10z
+ - =1
80 80 80

12

2 2

X y z'

% + ? - = 1 Py

que és I’equacio d’un hiperboloide d’una fulla.

(b) Per a obtenir la interseccio de ’hiperboloide d’una fulla amb el pla d’equaciéo x — 2y — 2z =7
hem d’escollir una referéncia euclidiana de I’espai de manera que els eixos x’ 1 y’ estiguin continguts
al pla il’eix z’ sigui perpendicular al pla. Com que els vectors (2,1,0) i (0, —1, 1) son generadors
del pla, apliquem el métode de Gram-Schmidt per a obtenir dos vectors perpendiculars generadors

del pla:
v, = (2,1,0);
(0’ _1, 1) : (23 1, 0)
(2,1,0)-(2,1,0)

Com que el punt (1,—2,—1) pertany al pla, si escollim la referéncia euclidiana

R 1 1
v, =(0,-1,1) — (2,1,0)=(0,-1,1) + 3(2, 1,0) = 3(2, —4,5) ~ (2,-4,5).

1 1 1
R =101,-2,-1); —(2,1,0), —(2,-4,5), =(1,-2,-2) ¢ ,
FVEE

I’equacié del pla passa a ser z' = 0. Ara hem de calcular I'equacié de ’hiperboloide en la referéncia
R’ 1substituint z’ = 0 obtindrem I’equacio de la interseccio de la quadrica i el pla en la mateixa
referéncia R'. L’expressio del canvi de coordenades de la referéncia R’ a la canonica és

x 1 6 2 45 X/
1

y]=(-—2|+—=|3 -4 25|

z -1 3V 0 5 —2¢5)\z2

1, si substituim z’ per 0, tindrem que

6x' +2y  6x +2y 435 )
x=1+ =
3.5 3.5
y=_2+3x—4y _ 3 -4y —6y5 |
3.5 3./5
S Y =35
3\/§ 3\/§ J
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A continuacio, hem de substituir aquestes expressions a ’equacio de la quadrica
2x2 +9y? — 722 + 4xy + 12xz + 2yz + 52x + 36y —4z + 10 = 0.

26x" +2y +3v5)2  93x’ — 4y’ — 652 7(5y’ — 3y/5) . 4(6x" + 2y + 35)(3x" — 4y’ — 6/5)
45 45 45 45

N 12(6x" + 2y’ + 3v/5)(5y' — 3y/5) N 2(3x" — 4y’ — 6/5)(5y' — 3+/5)
45 45

+52(6x’ +2y +34/5) N 36(3x" — 4y’ — 64/5) Ay - 34/5) 0=
345 345 345

1, en desenvolupar aquesta expressio, com a resultat obtenim ’equacio

0

225x"2 + 150x'y’ + 25y'% + 666y/5x’ + 462/5y’ + 405 =0,

que és I’equacié d’una conica en el pla x'y’. Per classificar-la, les seves matrius respectives de la
part quadratica i de la part lineal i del terme independent son

Q:(zzs 75)’ L=<333J§) i 405,

75 25 23145

El polinomi caracteristic de de la matriu Q és

225 —x 75

= x? — 250x = x(x — 250),
75 25—x

p(x) = ‘

per tant, els valors propis de Q sén 4, = 2501 1, = 0 i és immediat que els vectors W, = (3,1) i
W, = (=1, 3) sén vectors propis de Q.

Ara hem de resoldre el sistema d’equacions QX = —L per saber si aquesta conica té centre o no:

—333J§) N(zzs 75 —333J§)
“BW5 ), oo\ 0 0] =36045

que és incompatible. Ja podem afirmar que la conica interseccid entre I’hiperboloide d’una fulla i

225 75
75 25

el pla és una parabola. Per trobar el vértex d’aquesta parabola, calculem I’equacio del seu eix de
simetria (evidentment en les coordenades x'y’). La seva equacio és

250(3,1) - (x, ') + (3,1) - (333+/5,2314/5) = 0
750x" + 250y + 1230+/5 = 0
75x" + 25y’ +123y/5=0.

Aleshores, el vertex de la parabola ¢€s el punt interseccio entre la mateixa parabola i el seu eix de
simetria, és a dir, hem de resoldre el sistema d’equacions

225x"2 + 150x'y’ + 25y'% + 666/5x" + 462+/5y" + 405 = 0

75x" +25y" +123/5=0

substituint
75x" + 1234/5
25

!/
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a la primera equacio, obtenim que

150x'(75x" + 123+/5 25(75x" 4+ 123/5)? 462+/5(75x" + 123+/5
( V5) | 25 J’>+666‘/§x,_ Vs( Vs)

225x"% —
X 25 225 25

+405=0

36004/5x’ + 39672 = 0,

d’on obtenim que

,__551J§ Py 423+/5
250 250
Per tant, les coordenades del vértex en el pla x'y’ sén

—( — 55145, 423\/—)

250

”2 1y,

L’equacio reduida de la parabola sera de la forma 4,x"* + 2¢'y” = 0, on

1 360 . 720y"
¢ = —(-1,3)- (333J§, 231\/3) =22 sadir 250x"% 4+ =2 —o,
V10 V2 V2
és a dir,
, . 25x"
3612
o o 18V2 oo
i el parametre de la parabola és p = 5 D’altra banda el focus de la parabola té coordenades

F = (0 ——) en les coordenades (x”,y"), per tant, les seves coordenades (x’, y") son

55145, 423\/_)—2—‘/5—‘/%_0(—1,3) ﬁ(—533\/_ 369\/—)

Observem que tenim les dades del vertex, del focus i de les direccions dels eixos principal i secundari
de la parabola interseccié en el pla (x,y") de la referéncia

250(

1 1 1
= {(1’ _2a _1); _(2’ 1’ 0)’ _(2’ _4a 5), _(L _2, _2)} )
Vs 3¢5 3
ara volem trobar les seves coordenades o les seves components en la referéncia canonica. Aleshores,

( 5514/5, 42345, o),
551\/_(2’1’0) 42345
2504/5 750v/5

( 533y/5,369+/5, 0)/
533J_( ,1’0)+ 695

25045 750+/5

= 250

=(1,-2,-1) — ——(2,-4,5 )——(—114 —323,91)

= 250

=1,-2,-1)— (2,-4,5) = —(— 114,—305,73)

i els vectors directors dels eixos principal i secundari de la parabola sén

1
W, =(3,1,0)5 = %(2,1,0) + 3—\/§(2, —4,5) ~ (4,1,1)

1 3
W, = (-1,3,0) = ——(2,1,0) + —(2,-4,5) ~ (0,—1,1)
Vs 375
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(c) Com a resum de I’apartat anterior, podem dir que I’equacié de la parabola interseccio de
I’hiperboloide d’una fulla i el pla en la referéncia

1 1 1
R = %(—114, —323, 91); —(4, 1, 1), —(0, -1, 1), —(1, -2, —2)
32 V2 3

és
25x"2 +36y2y" =0
ZII — 0
i evidentment, ’equacio del cilindre parabolic que s’obté en traslladar la parabola interseccio
perpendicularment al pla en la referéncia R” és

25x"2 +36y2y" = 0.

Per trobar ’equacio d’aquest cilindre parabolic en la referencia canonica hem d’utilitzar el canvi de
coordenades

X —104 4 0 V2 \/x

1 1
y =30 =323 |+ —|1 -3 -—=2v2 Yy,
z o1/ 3V2{1 3 2)\z

d’on aillem (x”, y",z") en funcio6 de de (x, y, z) per a obtenir

X" 34 (4 1
=1 | 621 |+—| 0o =3 3

2] V2 L5 z) 323 2z -2y

_ 688 4+ 200x + 50y + 50z

15042

_ —1242 — 150y + 150z

150v2
Ara ja només ens queda substituir i tindrem I’equacio6 en la referéncia canonica del cilindre parabolic
que s’obté en traslladar la parabola interseccio perpendicularment al pla.

n

N < =

és a dir,

x/l

"

25x"2 4+ 36y2y" =0

25(688 + 200x + 50y + 50z)> . 36/2(~1242 — 150y +1502) _ o
45000 15042

400x? + 25y? + 2522 + 200xy + 200xz + 50yz + 2752x + 40y + 1336z — 632 = 0.

m '

Considerem la quadrica d’equacio

5x%2 +10y? + 1022 — 2xy — 2xz — 12yz — 18x + 18y + 182 — 3 = 0.

(a) Classifiqueu-la.

(b) Comproveu que la seva intersecciéo amb el pla x — y + 3z = 4 és una el'lipse i calculeu
els seus centre, semieixos, semidistancia focal i la direccié dels seus eixos principal i
secundari (expressats com a vectors de 13).

(c) Calculeu I’equacié del cilindre elliptic que s’obté en traslladar I’ellipse interseccio
perpendicularment al pla.




7.2. Quadriques

207

Solucio

A T’enllag Exercici 27 us podeu descarregar un model 3D en Blender d’aquest exercici.

(a) Les matrius respectives de la part quadratica, la part lineal i el terme independent sén

5 -1 -1
Q= -1 10 -6
-1 -6 10

L= 9 1
9

f=-3.

El valors propis de la matriu Q sén les arrels del seu polinomi caracteristic:

-1
p(x) =
10 — x

—6 |=-—x3+25x2—-162x+288=0

3 (simple);
X = 16 (simple);

16 (simple).

En primer lloc calculem els vectors propis de Q amb valor propi 4; = 3, que son les solucions del

sistema d’equacions

5 -1
-1 10
-1 -6

1, per aixo, hem de triangular la matriu

2 -1 -11|0 2
-1 7 —61|0 ~| 0
-1 -6 7|0/ Fp~2F+F \O

-1 X X

) y|=3ly],

10 z z

-1 -11|0 2 -1 =110
13 —-13 |0 ~|10 13 -13|0
—-13 130 FimFytFy 0 0 0|0

La solucié d’aquest sistema d’equacions i un vector propi amb valor propi 4 séon

xX=z
y=z

i w; = (1,1,1).

De manera semblant, els vectors propis amb valor propi 1, = 6 son les solucions del sistema

d’equacions

5 -1
-1 10
-1 —6
1 ara triangulem la matriu
-1 -1 —-1]0 -1
-1 4 —-61|0 ~ 0
—1 =6 4|0/)p,ur,r, \ O
F3~F3—F,

-1 X b

—6 y|=6ly],

10 z z

-1 —-1]0 -1 -1 -1{0
5 =50 ~ 0 5 =50
-5 5|10 0 0 00

F3~F3+F2

La solucié d’aquest sistema d’equacions i un vector propi amb valor propi 6 son

i w, = (2,-1,-1).


https://videos.rafelamer.com/blender/tema7/exercici-27.blend

208 Coniques i quadriques

Finalment, podem trobar un vector propi amb valor propi 1; = —10 fent
T 7k
LB3=LT)1XLT)2= 1 1 1 =(0,3a_3):(0’17_1)'

2 -1 -1

Un cop calculats els vectors propis, hem de trobar el centre d’aquesta quadrica resolent el sistema
d’equacions QX = —L:

5 -1 -1 b 9
-1 10 =6 || y|=] -9
-1 -6 10 z -9
Triangulem, doncs, la matriu d’aquest sistema:
5 =1 -1 9 5 -1 -1 9 5 -1 -1 9
-1 10 —-6|-9 ~|0 49 -31|-36 ~| 0 49 =31 —-36
—1 =6 10| =9/ p,usmer;, \O —31 49 | =36 0 0 1440 | —2880

J A F3~49F3+31F,

iel centre és el punt x = 1,y = —2 iz = —2. Per tant, la referéncia principal de la quadrica és
1 1 1
R = {(1, -2,-2); —(1,1,1), —(2,-1,-1), —(0,1,-1) ¢ .
V3 V6 V2

Sabem que podem obtenir I'equacié reduida a partir de 1,x'? + 1,y"* + ;2> + f =0on Ay, 4, i
A5 soOn els valors propis de Q i

5 -1 -1 1 1
f=(1 =2 =2)l -1 10 -6 || -2|+2(9 -9 —9) -2 |-3=-48,
-1 -6 10/ \-2 -2

és a dir,
3x"2 + 6y’ +16z'>—48 =0
3x"% +6y"% +162'2 =48

3x/2 N 6y/2 N 16Z12 _
48 48 48
12 12 12
X y Z
S A
16 8

que és I’equacid d’un ellipsoide real.

(b) Per a obtenir la interseccio de I’el'lipsoide amb el pla d’equacioé x — y + 3z = 4 hem d’escollir
una referéncia euclidiana de I’espai de manera que els eixos x’ i y’ estiguin continguts al pla i I’eix z’
sigui perpendicular al pla. Com que els vectors (1,1,0) i (0, 3, 1) son generadors del pla, apliquem
el métode de Gram-Schmidt per a obtenir dos vectors perpendiculars generadors del pla:

61 = (1a 150);

(0,3,1)-(1,1,0)
(1,1,0)-(1,1,0)

S 3 1
v, =(0,3,1) — (1,1,0) =(0,3,1) — 5(1, 1,0) = E(_3’ 3,2) ~(-3,3,2).

Com que el punt (1,0, 1) pertany al pla, si escollim la referéncia euclidiana

1 1 1
R =4@1,0,1); —(1,1,0), —(-3,3,2), —(1,-1,3) ¢,

V2 V22 Vi1
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I’equacioé del pla passa a ser z' = 0. Ara hem de calcular I’equacié de I’ellipsoide en la referéncia
R’ 1substituint z' = 0 obtindrem I’equacié de la interseccié de la quadrica i el pla en la mateixa
referéncia R’. L’expressio del canvi de coordenades de la referéncia R’ a la canonica és

X 1 1\/ﬁ—3\/§ x’
yl|=lo]+—=| Vi1 3 V2|V
z 1

‘/Zo 2 32 )\7

1, si substituim z’ per 0, tindrem que

Vilx' =3y {11x' -3y ++22
2 V22
\/ﬁx’+3y’_\/ﬁx’+3y’

22 2
+2y’:2y'+\/ﬁ

V22 V22

A continuacid, hem de substituir aquestes expressions a 1’equacio de la quadrica

x=1+

z=1

5x% +10y? + 10z% — 2xy — 2xz — 12yz — 18x + 18y + 182 — 3 = 0.

5(V11x' — 3y + +22)? . 10(V11x' + 3y’)? N 102" + 4222 2(J11x' =3y + V22)(y11x' + 3y")
22 22 22 22

211 -3y +V22)2y +422) | 1211 % +3y)(2y' +22)

22 22
_18(\/ﬁx’ -3y + \/Z) N 18(\/ﬁx’ +3y") 4 18(2y" + \/Z) 320
V22 V22 V22

1, en desenvolupar aquesta expressio, com a resultat obtenim I’equacio
143x2 4+ 2y/11x'y’ + 133y2 — 66y/2x’ + 114+/22y’ + 220 = 0,

que és I’equacidé d’una conica en el pla x'y’. Per classificar-la, les seves matrius respectives de la
part quadratica i de la part lineal i del terme independent son

143 11 —33,2
Q= ; = f =220.
Vi1 133 5722
El polinomi caracteristic de de la matriu Q és
143 — 11 132 (simple);
p(x) = 3-x n =x?—276x+19008 =0 x= (' ple)
Ji1 133-—x 144 (simple).

per tant, els valors propis de Q son A, = 1321 1, = 144 i és immediat que els vectors @; = (1, —y/11)
iw, = (\/ﬁ, 1) son vectors propis de Q.

Ara hem de resoldre el sistema d’equacions QX = —L per a obtenir el centre d’aquesta conica:

33\/5) N(143 Vil | 3342 )

( 143 11

Ji1 133

—57v22 ~\ 0 19008 | —8184422
\/_ ~143F,—11 F; \/_
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que és compatible determinat i la seva solucio és

L1922 . 3122
X = — =

72 LY ETT

L’equacio reduida de la conica sera de la forma 4,x"2 + 2,y"? + f' = 0, on

fr=7 (1912 —31@)(\1/‘% g)%( 19V2 >+2(—33JE 57\/5)71—2< 1942 >+220=_&312

—-31y22 —31y22 ’
és a dir,
" " 1012
13242 + 144y" = —= =0

396x"? + 432y"? = 1012

396x"2  432y"%

+ =1
1012 1012
xuz yl/z
mtm=h
9 108

que ¢és I’equacid d’una ellipse amb semieixos i semidistancia focal

V23 b V759 ) V69
a=—— = — cC= ——.
18

3 18

Observem que tenim les coordenades del centre i1 les components de les direccions dels eixos
principal i secundari de I’el'lipse interseccio en el pla (x’,y") de la referéncia

1 1 1
R =1(1,0,1); —(1,1,0), —(=3,3,2), —(1,-1,3){ ,
{( ) \/E( ) \/Z( ) \/ﬁ( )

ara volem trobar les seves coordenades o les seves components en la referéncia o base canonica.

Aleshores, )
C= 5(19‘5’ —31y22, o)w

=(1,0,1) — %(1,1,0) - 31V22

7242 72422

Vi1

By = (1,—y11,0), = é(l,l,o) — 1 (-3,3,2)~(2,-1,-1)

1
(-3,3,2)= %(92, —37,5)

b, = (V11,1,0), = %(1, 1,0) + \/%( ~3,3,2)~ (4,7,1).

(c) Ara podem dir que I’equacio de I’ellipse interseccio de I’ellipsoide i el pla en la referéncia

1 1 1 1
R" =1-—(92,-37,5); —(2,-1,-1), —(4,7,1), —(1,—1,3)}
36 Vo V66 Vi1
és
396x"2 + 432y"2 — 1012 = 0}

Z//:()
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1 evidentment, I’equacioé del cilindre el'liptic que s’obté en traslladar I’ellipse interseccio perpendi-
cularment al pla en la referéncia R” és

396x"% +432y"? —1012 = 0.

Per trobar ’equacio d’aquest cilindre parabolic en la referencia canonica hem d’utilitzar el canvi de

x . 92 1 2y11 4 6 x"
y]=5%| "3 |+—= V11 7 Ve lly |,
z

5] V6ol _ 1 1 age )\ 2

d’on aillem (x”,y”,z") en funcio de de (x, y, z) per a obtenir

x" X —363+/6 . 2J11 =11 =11
Y =5 —4\J66 |+ — 4 7 1

o) Vel 5 -y 36

coordenades

N < =

és a dir,
_2x—y—z—-6

NG
_ 24x+42y+62—19
61/66
Ara ja només ens queda substituir i tindrem ’equacié en la referéncia canonica del cilindre elliptic
que s’obté en traslladar I’el'lipse interseccio perpendicularment al pla.

x/l

n

396x"% +432y"? — 1012 =0
396(2x —y — z — 6)? N 432(24x + 42y + 6z — 19)?

—1012 =
6 2376 0 0

676x2 + 709y? + 133z% + 188xy — 388xz + 410yz — 3208x + 920y + 1376z + 2621 = 0.

m 3

Considerem la quadrica d’equacio
q q

3x% — 592 — 522 — 2xy — 2xz + 14yz + 10x + 2y + 2z + 31 = 0.

(a) Classifiqueu-la.

(b) Comproveu que la seva interseccié amb el pla x — 2y — 2z = —10 és una hipérbola
1 calculeu els seus centre, semieixos, semidistancia focal i la direccio dels seus eixos
principal i secundari (expressats com a vectors de 15).

(c) Calculeu I’equacio del cilindre hiperbolic que s’obté en traslladar la hipérbola interseccid
perpendicularment al pla.

Solucio
A T’enllag Exercici 28 us podeu descarregar un model 3D en Blender d’aquest exercici.

(a) Les matrius respectives de la part quadratica, la part lineal i el terme independent son
3 -1 -1 5
Q=[-1 -5 7|, L=|(1 i f=31.
-1 7 =5 1
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El valors propis de la matriu Q sén les arrels del seu polinomi caracteristic:

3 -1 -1 1 (simple);
px)=|-1 =5 7 |==x3-7x>+56x—48=0 X = 14 (simple);
-1 7 =5 —12 (simple).

En primer lloc calculem els vectors propis de Q amb valor propi 4; = 1, que son les solucions del

sistema d’equacions
3 -1 -1 b

-1 -5 7
-1 7 =5 z

<
I
N < ®

1, per aixo, hem de triangular la matriu

2 -1 -1]0 2 -1 -1]0 2 -1 -1]|0
-1 -6 7|0 ~|{0 —-13 1310 ~|0 —-13 13|0
-1 7 =6 |0/F,~2F,+F, \O 13 =130 0 0]0

F§~2F§1F1 F3~F3+F,

La solucié d’aquest sistema d’equacions i un vector propi amb valor propi 1 séon

X =2z . -
i w, =(1,1,1).

De manera semblant, els vectors propis amb valor propi 4, = 4 son les solucions del sistema

d’equacions

3 -1 -1 X X
-1 -5 7 y|=41y ],
-1 7 =5 z z
i ara triangulem la matriu
-1 -1 -11|0 -1 -1 -11|0 -1 -1 -11|0
-1 -9 710 ~ 0 -8 810 ~ 0 -8 810
-1 7 =910 ~Fy— 0 8 —810 0O 010
%N%_;i F3~F3+F,

La solucié d’aquest sistema d’equacions i un vector propi amb valor propi 4 so6n

X =-2z . N
i W, =(2,-1,-1).
y=z
Finalment, podem trobar un vector propi amb valor propi 1; = —12 fent
T 7k
Wy=w; Xw,=|1 1 1[=(0,3,-3)~(0,1,-1).
2 -1 -1

Un cop calculats els vectors propis, hem de trobar el centre d’aquesta quadrica resolent el sistema

d’equacions QX = —L:
3 -1 -1 b -5
-1 =5 7||ly|=|-1
-1 7 =5 z -1
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Triangulem, doncs, la matriu d’aquest sistema:

3 -1 —-1|-5 3 -1 -—-1|-5 3 -1 —-1| =5
-1 -5 71 -1 ~| 0 -—16 20 | -8 ~| 0 —-16 20| -8
-1 7 =5|-1 ~ 0 20 —-16 | =8 0 0 36| -72
FLAFE, Fy4F545E,
iel centre és el punt x = —3, y = —2 i z = —2. Per tant, la referéncia principal de la quadrica és

1 1 1
R =1(-3,-2,-2); —(1,1,1), —(2,-1,-1), —(0,1,—-1) ¢ .
V3 V6 V2

Sabem que podem obtenir ’equacio reduida a partir de 1;x"2 + 1,2 + 13,22+ f' =0on 13, A, i
A5 son els valors propis de Q 1

3 -1 -1\ /-3 -3
ff=(-3 =2 =2){ -1 =5 7|[-2])+2(5 1 1) 2 ]+31=12,
-1 7 =5)\-2 -2

és a dir,
X% +4y?—-12z%2+12=0
x?+4y? —12z'2 = -12

x12 N 4y/2 122/2 3
12 12 12
x12 y/2
2
— 4 - =-1,
T3 7%

que és I’equaciod d’un hiperboloide de dues fulles.

(b) Per a obtenir la interseccio de I’ellipsoide amb el pla d’equacié x —2y — 2z = —10 hem d’escollir
una refereéncia euclidiana de I’espai de manera que els eixos x’ 1y’ estiguin continguts al pla i I’eix z’
sigui perpendicular al pla. Com que els vectors (2,1,0) 1 (0,1, —1) s6on generadors del pla, apliquem
el métode de Gram-Schmidt per a obtenir dos vectors perpendiculars generadors del pla:

U, =(2,1,0);
0,1,-1) - (2,1,0)
© (2,1,0)-(2,1,0)

R 1 1
v, =(0,1,-1) (2,1,0) =(0,1,-1) — 3(2, 1,0) = g(—2, 4,-5)~(2,—4,5).

Com que el punt (-2, 2, 2) pertany al pla, si escollim la referéncia euclidiana
1 1 1
"R, = (_2’ 2’ 2)’ _(2’ 1’ O)’ _(2’ _4’ 5), _(L _23 _2) )
Vs 3V5 3

I’equacio del pla passa a ser z’ = 0. Ara hem de calcular I'equacio de I’hiperboloide de dues fulles
en la referéncia R’ i substituint z’ = 0 obtindrem I’equacié de la interseccié de la quadrica i el pla
en la mateixa referéncia R’. L’expressio del canvi de coordenades de la referéncia R’ a la canonica

és
x -2 6 2 5 x'
1
y|=| 2|+—=|3 -4 25|y
z 2] 35 0 5 —2¢5)\7
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1, si substituim z’ per 0, tindrem que

L2y 6x 42y — 65
3y5 345

3x' —4y  3x' —4y +6y5

35 3¢5

59 5y +6y5

3\/3 - 3\/3 J

A continuacid, hem de substituir aquestes expressions a ’equacio de la quadrica

x=-=2

y=2

z=2+4

3x%2 — 5y — 522 — 2xy — 2xz + 14yz + 10x + 2y + 2z + 31 = 0.

3(6x +2y — 6572 53X —4y + 652  5(5y +6v52  2(6x" + 2y — 6y/5)(3x" — 4y + 64/5)
45 45 45 45

2(6x" + 2y — 64/5)(5y" + 64/5) N 14(3x’ — 4y’ + 6v/5)(5) + 64/5)
45 45

N 10(6x’ + 2y’ — 64/5) N 2(3x" — 4y’ + 64/5) . 2(5y' + 64/5)
345 345 345

i, en desenvolupar aquesta expressio, com a resultat obtenim I’equacio

+31=0

3x% +42x'y’ = 53y — 6y/5x' = 2y/5)’ +315 =0,

que és I’equacié d’una conica en el pla x'y’. Per classificar-la, les seves matrius respectives de la
part quadratica i de la part lineal i del terme independent son

Q=<3 21>, L:(_3J§) i f=315.

21 -53 -5

El polinomi caracteristic de de la matriu Q és

3— 21 10 (simple);
p(x)=‘ x = x? 4 50x — 600 =0 X = ( .p )
21 —53-x —60 (simple).
per tant, els valors propis de Q séon 4; = 101 A, = —60 i és immediat que els vectors w; = (3,1) i

W, = (-1, 3) sén vectors propis de Q.

Ara hem de resoldre el sistema d’equacions QX = —L per a obtenir el centre d’aquesta conica:

3 21345 3 21| 345
21 =53 | 45 ~\o 200|205/

que és compatible determinat i la seva solucié és

R N

x—lo 1 y:E

F2~F2—7F1

L’equaci6 reduida de la conica sera de la forma 4,x"2 + 2,y"? + f' = 0, on

= B B)w( )26 B0 ) s,
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és a dir,
10x"? — 60y"% + 310 =0
x"? —6y"? = =31

x//2 6y//2 B .
31 31

n2 n2
X
XYyt
31 31

6

que és I’equacio d’una hipérbola amb semieixos real 1 imaginari i semidistancia focal
186 . 21746

! oAl i Ve

, c= .
6 6

Observem que tenim les coordenades del centre i1 les components de les direccions dels eixos
principal i secundari de la hipérbola interseccio en el pla (x’, y) de la referéncia

1 1 1
R = {(—2, 2,2); —(2,1,0), —(2,—-4,5),-(1,-2,-2)¢ ,
Vs 3V5 3
ara volem trobar les seves coordenades o les seves components en la referéncia o base canonica.

Aleshores,
1
C= E(s\/g’ \/gy O)ZR’

3./5 J5 1

5
=(-2,2,2)+ ——(2,1,0) + ——(2,—4,5) = -( —8,13,13
10\/g( ) 30\/g( )= ¢l )

1
6= (:10)y = (1.0 + = (.-4.5) = (1)

-

1 3
W, =(-13,0), = _E(Z, 1,0) + 3—\/5(2, —4,5) ~ (0,-1,1).

(c) Ara podem dir que I’equacio de la hipérbola interseccié de ’hiperboloide de dues fulles i el pla
en la referéncia

R = %(— 8,13,13); L(4,1,1),i

3v2 V2

1
(0, _11 1)5 5(15 _2a _2)}
és
x"?—6y"?+31=0
Z/I — 0
1 evidentment, I’equacio del cilindre hiperbolic que s’obté en traslladar la hipérbola interseccid
perpendicularment al pla en la referéncia R” és

x"2—6y"?+31=0.

Per trobar ’equacié d’aquest cilindre parabolic en la referencia canonica hem d’utilitzar el canvi de
coordenades

x -8 4 0 2 x"

1 1
yl=g|l B|+t—=[1 -3 —2v2 (| ¥ |-
z 13) 3V2(1 3 opn )\
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d’on aillem (x”,y"”,z") en funcio de de (x, y, z) per a obtenir

x" 1 1 4 1 1 X
rl=2] o |+—| o0 =3 3 y |,
2] l1wz) 32z 2z —2v2)\z
és a dir,
x”:4x+y+z+1
3V2
,,_—y+z

V2

Arajanomés ens queda substituir i tindrem I’equacio en la referéncia canonica del cilindre hiperbolic
que s’obté en traslladar la hipérbola interseccid perpendicularment al pla.

X" =6y +31=0

Ax+y+z+1)? 6(-y+2)?

31=0
18 2 +

16x2 — 53y? — 5322 + 8xy + 8xz + 110yz + 8x + 2y + 2z + 559 = 0.
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